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Uvod
Klasi£na teorija mere je bazirana na prostoru mere sa merom koja je pre-
brojivo aditivna realna skupovna funkcija, [65, 75]. Osobina prebrojive adi-
tivnosti mere £esto predstavlja problem jer ne omogu¢ava modeliranje nekih
pojava, kao ²to je na primer interakcija izmeu kriterijuma u teoriji odlu£i-
vanja, te se pojavljuje potreba za njenim uop²tenjem. Zato je razvijena
teorija neaditivnih mera i odgovaraju¢ih integrala, [27, 33, 34, 42, 64, 88].
Zna£aj integrala baziranih na neaditivnim merama takoe se ogleda kroz
njihovu ²iroku primenu u prepoznavanju oblika, ekonomiji, fazi kontroli itd.
Interval iz pro²irenog skupa realnih brojeva sa uop²tenjima uobi£ajnih
operacija sabiranja i mnoºenja u obliku pseudo-sabiranja i pseudo-mnoºenja,
koji £ine strukturu poluprstena, daju vezu sa neaditivnim merama tzv.
pseudo-aditivnim merama i odgovaraju¢im integralom, videti [62, 63, 64,
65, 66]. Na osnovu tih pojmova su izgraene teorije idempotentne analize,
[39, 44, 45], i op²tije pseudo-analize, [62, 63, 64, 65, 66].
Kako klasi£ne integralne nejednakosti igraju vaºnu ulogu ne samo u
matemati£koj analizi, ve¢ i u drugim oblastima matematike, pre svega vero-
vatno¢i, to je vaºno ispitati u kom obliku se te nejednakosti prenose na
integrale bazirane na neaditivnim merama. U [10] je navedena veza izmeu
klasi£ne teorije verovatno¢e i teorije odlu£ivanja, te na osnovu tih rezulta-
ta, uop²tenja integralnih nejednakosti u vezi sa odgovaraju¢im klasi£nim
nejednakostima koje imaju primenu u teoriji verovatno¢e, mogu omogu¢iti
njihovu primenu u teoriji odlu£ivanja.
Prve nejednakosti koje su uop²tene za neaditvne integrale su nejedna-
kosti ebi²eva [29] i Jensena [71] za fazi integral. Ubrzo po£inju da se
objavljuju radovi sa uop²tenjima mnogih nejednakosti za integrale bazirane
na neaditivnim merama ([7, 8, 9, 19, 20, 21, 22, 41, 55, 56, 59, 72, 73, 74]).
Ova disertacija je posve¢ena nejednakostima za integrale bazirane na nea-
ditivnim merama sa akcentom na nejednakosti za pseudo-integral i njihovoj
primeni.
Po£ev²i od denicije fazi mere u prvoj glavi ovog rada date su deni-
v
cije i osobine okeovog, Sugenovog, univerzalnog i pseudo-integrala ([16, 27,
36, 64, 86]). Takoe, data su poreenja okeovog i Lebegovog integrala
([48]), a zatim okeovog i Sugenovog integrala ([64]). okeov i Sugenov inte-
gral imaju ²iroku primenu kao funkcije agregacije. U sekciji 1.1.5 data je
denicija funkcije agregacije, primeri kao i njihova veza sa ova dva integrala
([33]). Univerzalni integral ([36]) je uop²tenje okeovog i Sugenovog inte-
grala i njegova konstrukcija je data u sekciji 1.2. Denicije pseudo-operacija,
poluprstena i ⊕-mere koja nam omogu¢ava da deni²emo pseudo-integral
([63, 64, 65]) date su u sekciji 1.3.
Druga glava je posve¢ena nejednakostima za Sugenov, okeov i uni-
verzalni integral, odnosno dati su rezultati iz [2, 4, 9, 29, 30, 31, 71, 84]
vezani za uop²tene nejednakosti Jensena, ebi²eva, Holdera, Minkovskog,
Stolarskog i Bervalda za ove integrale. U sekciji 2.1 su navedene pomenute
klasi£ne nejednakosti za Lebegov integral. Originalni rezultati iz [4] vezani
za uop²tenje Bervaldove nejednakosti za Sugenov integral dati su u sekciji
2.8.
U tre¢oj glavi dati su originalni rezultati iz [68] vezani za uop²tenje
Jensenove nejednakosti za pseudo-integral. Ovaj tip nejednakosti je pokazan
za dva slu£aja poluprstena. U sekciji 3.3 su dokazane posledice ove nejedna-
kosti koje ¢e kasnije biti primenjene u pseudo-verovatno¢i.
Originalni rezultati, vezani za dve nejednakosti poznate kao nejednakosti
ebi²eva za pseudo-integral, dati su u £etvrtoj glavi ovog rada. Takoe, data
je njihova primena u pseudo-verovatno¢i. Prva nejednakost ebi²eva ima
veliki zna£aj u teoriji verovatno¢e, dok se druga odnosi na integrale funkcija
koje su iste monotonosti. U sekciji 3.3 je navedena nejednakost Stolarskog
koja je posledica druge nejednakosti ebi²eva.
Nejednakosti Holdera i Minkovskog za pseudo-integral date su u petoj
glavi, ²to su takoe originalni rezultati ove disertacije ([5]). Pokazana je
Holderova nejednakost u slu£aju kad su pseudo-operacije denisane pomo¢u
monotonog i neprekidnog generatora, zatim kad je pseudo-sabiranje ide-
mpotentna operacija dok je pseudo-mnoºenje denisano pomo¢u generatora
g. Takoe je navedena nejednakost u slu£aju kada su obe pseudo-operacije
idempotentne. Nejednakost Minkovskog za pseudo-integral za tri slu£aja
poluprstena je pokazana u sekciji 5.2. U sekciji 5.3 dat je kratak pregled
denicija osnovnih pojmova i rezultata vezanih za teoriju odlu£ivanja iz [10].
Analogija izmeu optimizacije i klasi£ne teorije verovatno¢e je prou£avane
od strane vi²e autora u [10, 11, 12, 13, 25, 26, 45]. U sekciji 5.3.2 date
su nejednakosti koje su analogne nejednakostima Holdera i Minkovskog u
klasi£noj teoriji verovatno¢e.
vi
Sli£no kao u klasi£noj teoriji mere nejednakosti Holdera, Minkovskog i
ebi²eva za pseudo-integral se mogu primeniti prilikom uop²tavanja klasi-
£nog Lp prostora. Naime, u ²estoj glavi data je denicija uop²tene metrike
na poluprstenu, a zatim je uvedeno uop²tenje Lp prostora i uop²tena metrika
na njemu. Za dva slu£aja poluprstena tipovi konvergencija i teoreme konve-
rgencija niza funkcija date su u sekciji 6.1.
Ovom prilikom se zahvaljujem komisiji Akademiku Olgi Hadºi¢, dr Arpa-
du Taka£iju i dr Tatjani Grbi¢ na podr²ci i sugestijama koje su doprinele
boljem kvalitetu ovog rada. Zahvaljujem se mentoru Akademiku Endre Papu







Klasi£na teorija mere je bazirana na prebrojivo aditivnim merama i Lebe-
govom integralu. Meutim, aditivnost mere ne omogu¢ava modeliranje
mnogih pojava. Iz tog razloga uvode se monotone skupovne funkcije koje
se nazivaju fazi mere i one predstavljaju uop²tenje klasi£ne mere. okeov
i Sugenov integral su bazirani na fazi merama. U sekciji 1.1 dat je pregled
denicija fazi mere, okeovog i Sugenovog integrala sa njihovim osnovnim
osobinama ([16, 27, 86]). Takoe, dato je poreenje okeovog i Lebegovog
integrala ([48]), a zatim okeovog i Sugenovog integrala ([64]). Ovako de-
nisani intergali zbog njihovih osobina imaju ²iroku primenu kao funkcije
agregacije. Pored denicije funkcije agregacije dati su primeri kao i nji-
hova veza sa okeovim i Sugenovim integralom ([33]). Zbog specijalnih ope-
racija koje se koriste u konstrukciji okeovog i Sugenovog integrala njihova
primena je ograni£ena. Iz tog razloga u [36] uvodi se univerzalni integral
koji je uop²tenje okeovog i Sugenovog integrala. Konstrukcija univerzalnog
integrala je data u sekciji 1.2, dok su u sekciji 1.3 date denicije pseudo-
operacija i poluprstena, a zatim primeri poluprstena. Sledi denicija ⊕-
mere koja nam omogu¢ava da deni²emo pseudo-integral £ija konstrukcija
je sli£na konstrukciji Lebegovog integrala ([63, 64, 65]). Pseudo-verovatno¢a
je uop²tenje klasi£ne verovatno¢e i bazirana je na neaditivnim merama i
pseudo-integralu ([53]).
1
2 Glava 1. Integrali bazirani na neaditivnim merama
1.1 okeov i Sugenov integral
okeov i Sugenov integral su bazirani na fazi merama u ²irem smislu [16, 27,
64]. Neka je X neprazan skup i A σ-algebra na X. (X,A) nazivamo prostor
sa σ-algebrom.
Denicija 1.1. Fazi mera je funkcija µ : A → [0,∞] za koju vaºi:
i) µ (∅) = 0,
ii) za svako A,B ∈ A ako je A ⊂ B, tada je µ (A) ≤ µ (B) .
(X,A, µ) se naziva fazi merljiv prostor.
Fazi mera koja zadovoljava uslov m (X) = 1 naziva se normirana fazi
mera.
U radu koristimo oznake
x ∨ y = sup (x, y) i x ∧ y = inf (x, y) .
Denicija 1.2. Fazi mera µ je
i) neprekidna od dole ako za svaki rastu¢i niz skupova (An)n∈N iz A vaºi:
lim
n→∞
µ (An) = µ (
⋃∞
n=1An) ,
ii) neprekidna od gore ako za svaki opadaju¢i niz skupova (An)n∈N iz A
takav da je µ (A1) <∞ vaºi:
lim
n→∞






iii) modularna ako za svako A,B ∈ A vaºi:
µ (A ∪B) + µ (A ∩B) = µ (A) + µ (B) ,
iv) maksitivna (∨-aditivna) ako za svako A,B ∈ A vaºi:
µ (A ∪B) = µ (A) ∨ µ (B) .
v) submodularna ako za svako A,B ∈ A vaºi:
µ (A ∪B) + µ (A ∩B) ≤ µ (A) + µ (B) .
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Zbog ispitivanja aditivnosti i maksitivnosti integrala potrebno je uvesti
pojam komonotonosti funkcija. Svaka funkcija f : X → [−∞,∞] deni²e
na X relaciju <f :
y1 <f y2 ⇔ f (y1) < f (y2) .
Funkcije f i g su komonotone, u oznaci f ∼ g ako i samo ako ne postoji
par y1, y2 ∈ X takav da je y1 <f y2 i y2 <g y1.
Neka je F skup svih merljivih funkcija iz X u [−∞,∞] .
Za svako a ∈ [−∞,∞] i A ∈ A funkcija denisana sa
b (a,A) (x) =
{
a , x ∈ A,
0 , x /∈ A,
se naziva bazi£na funkcija.
Merljiva funkcija s : X → R+ se naziva jednostavna funkcija ako je njen
skup vrednosti kona£an skup.
Svakoj jednostavnoj funkciji s sa skupom vrednosti {a1, a2, ..., an} se pri-
druºuje kona£na particija {A1, A2, ..., An} , gde jeAi = {x ∈ X | f (x) = ai} .




b (ai, Ai) ≡
n∨
i=1
b (ai, Ai) .
1.1.1 okeov integral
okeovog integral je uveden u [24]. Sledi denicija i osnovne osobine okeovog
integrala ([16, 27, 64]).







µ ({y ∈ X | f (y) > x}) dx.
Osnovne osobine okeovog integrala su:
(C1) Za svaku bazi£nu funkciju vaºi
(c)
∫
b (a,A) dµ = a · µ (A)
za svako a ∈ R+ i A ∈ A sa konvencijom 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0.
Karakteristi£na funkcija χA je specijalan slu£aj bazi£ne funkcije za
a = 1 i vaºi
(c)
∫
χAdµ = µ (A)
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za svako A ∈ A.
Neka su f, g ∈ F (X) .







(a · f) dµ ≤ a · (c)
∫
fdµ za svako a ∈ R+.
(C4) (Komonotona aditivnost) Ako je f ∼ g, tada je
(c)
∫





Vi²e o okeovom integralu se moºe na¢i u ([16, 27, 64]).
1.1.2 Sugenov integral
Sugenov integral je takoe baziran na fazi meri [16, 27, 64, 81, 86]. Uveden
je u [81] i u originalnoj formi denisan je na funkcijima £iji je skup vrednosti
u [0, 1] i na normiranoj fazi meri.
Op²tiji integral u odnosu na uop²tenu fazi meru prou£avani su u [47, 52,
70].
Sledi pregled denicije i osnovnih osobina Sugenovog integrala iz [86].
Neka je (X,A, µ) fazi merljiv prostor, µ : A → [0,∞] fazi mera. Neka je
sa G (X) ozna£en skup svih kona£nih nenegativnih merljivih funkcija de-
nisanih na X.
Denicija 1.4. Sugenov integral funkcije f ∈ G (X) nad A ∈ A u odnosu






[α ∧ µ (A ∩ Fα)]
gde je Fα = {x | f (x) ≥ α} , α ∈ [0,∞] .
O£igledno za Fα vaºi: ako je α ≤ β onda je Fβ ⊆ Fα.
U slu£aju da je A = X, koristi¢emo oznaku (s)
∫
X fdµ = (s)
∫
fdµ.
Ako je X = (−∞,∞) , A Borelova σ-algebra, µ Lebegova mera i f :
X → [0,∞) unimodalna neprekidna funkcija, Sugenov integral (s)
∫
fdµ je
duºina stranice najve¢eg kvadrata izmeu funkcije f i x-ose.
Osnovne osobine Sugenovog integrala su:
(S1) Ako je µ (A) = 0, tada je (s)
∫
A fdµ = 0 za svaku funkciju f ∈ G (X) .
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(S2) (s)
∫
A fdµ = (s)
∫
f · χAdµ







A adµ ≤ a ∧ µ (A) za svako a ∈ [0,∞) .
(S5) (s)
∫




A adµ za svako a ∈ [0,∞) .
Dokazi navedenih osobina se mogu na¢i u [16, 27, 64, 86].
1.1.3 Poreenje okeovog i Lebegovog integrala
Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom. U ovoj sekciji pod pojmom monotone
mere podrazumeva¢emo fazi meru m : A → [0,∞] sa osobinom m (X) > 0
([48]).
Teorema koja sledi daje vezu izmeu okeovog i Lebegovog integrala
[16, 64].
Teorema 1.1. Ako je m σ-aditivna mera onda se okeov integral poklapa







Za dve monotone mere m1,m2 : A → [0,∞] koje se poklapaju na F =
{{f ≥ t}}∞t=0 (ili na {{f > t}}
∞
t=0), okeovi integrali u odnosu na te dve mere






Vaºi slede¢a teorema £iji se dokaz moze prona¢i u [48].
Teorema 1.2. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom, m : A → [0,∞] mo-
notona mera i f : X → [0,∞] merljiva funkcija. Ako je X kona£an skup
ili f : X → [0,∞] jednostavna funkcija, tada postoji σ-aditivna mera µf :
σ (F) → [0,∞] takva da µf |F = m|F , gde je σ (F) najmanja σ-algebra koja











Takoe na osnovu [16] imamo slede¢u teoremu.
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Teorema 1.3. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom, m : A → [0,∞] ne-










sdm | s je jednostavna funkcija, s ≤ f
}
.
Ako je monotona mera submodularna, imamo slede¢i rezultat pokazan
u [27].
Teorema 1.4. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom, m : A → [0,∞] sub-
modularna monotona mera. Tada je skup
M = {µ | µ : A → [0,∞] , µ ≤ m, µ je aditivna}









fdµ | µ ∈M
}
.
tavi²e, za svako A ∈ A, m (A) = sup {µ (A) | µ ∈M} .
O£igledno, ako je X kona£an ili f jednostavna funkcija, onda (c)
∫
fdµ =∫
X fdµ je na desnoj strani Lebegov integral za svako µ ∈M.
Lema 1.5. Neka je X kona£an prostor i neka je T : [0,∞]2 → [0,∞]
neopadaju¢e preslikavanja po obe koordinate. Tada za sve funkcije f, g : X →
[0,∞] funkcija T (f, g) : X → [0,∞] data sa T (f, g) (x) = T (f (x) , g (x))





Ai ∩Bi | p ∈ N, Ai ∈ F , Bi ∈ G
}
najmanja familija skupova iz 2X koja sadrºi F = {{f ≥ t}}∞t=0 i
G = {{g ≥ t}}∞t=0 , i zatvorena u odnosu na uniju i presek.
Sledi teorema u £ijem dokazu se koristi prethodna lema i notacija nave-
dena u njoj (videti [48]).
Teorema 1.6. Neka je X kona£an prostor, m : 2X→ [0,∞] modularna
monotona mera na T i neka su date funkcije f, g : X → [0,∞] . Tada postoji
aditivna mera µ : 2X→ [0,∞] takva da za svako neopadaju¢e preslikavanja







T (f, g) dµ.
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U op²tem slu£aju okeov integral nije aditivan.
Posledica 1.7. Neka je X kona£an prostor, m : 2X→ [0,∞] modularna











1.1.4 Poreenje okeovog i Sugenovog integrala
Za specijalan slu£aj fazi mere okeov i Sugenov integral se poklapaju ([64]).
Teorema 1.8. Neka je f : X → [0, 1] merljiva funkcija.
(1) Ako je µ : A → [0, 1] neprekidna od gore i od dole fazi mera takva da
je µ (X) = 1, tada vaºi∣∣∣∣(s)∫ fdµ− (c)∫ fdµ∣∣∣∣ < 14 .






1.1.5 okeov i Sugenov integral kao funkcije agregacije
Neka je I neprazan interval realnih brojeva. Sledi denicija funkcije agre-
gacije [33].
Denicija 1.5. Funkcija agregacije je funkcijaA(n) : In → I koja je neopada-
ju¢a (po svakoj promenljivoj) i ispunjava grani£ne uslove
inf
x∈In
A(n) (x) = inf I i sup
x∈In
A(n) (x) = sup I.
Najpoznatije funkcije agregacije su: aritmeti£ka sredina, geometrijska
sredina, aritmeti£ka sredina sa teºinama, minimum, maksimum, medijana
itd. Nave²¢emo neke od njih. Neka je [n] = {1, 2, ..., n} i x = (x1, x2, ..., xn) .
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ii) Za svako k ∈ [n] projekcija je funkcija Pk : In → I denisina sa
Pk (x) = xk.
iii) Minimum je funkcija Min: In → I denisina sa
Min (x) = min {x1, x2, ..., xn} .
iv) Maksimum je funkcija Min: In → I denisina sa
Max (x) = max {x1, x2, ..., xn} .
v) Za vektor teºine w = (w1, w2, ..., wn) ∈ [0, 1]n takav da je
∑n
i=1wi = 1






vi) Za vektor teºine w = (w1, w2, ..., wn) ∈ [0, 1]n takav da je
∨n
i=1wi = 1
i I = [0, 1] maksimum sa teºinama u odnosu na w je funkcijaWMaxw :




(wi ∧ xi) .
vii) Za vektor teºine w = (w1, w2, ..., wn) ∈ [0, 1]n takav da je
∨n
i=1wi = 1
i I = [0, 1] minimum sa teºinama u odnosu na w je funkcija WMinw :




((1− wi) ∨ xi) .







χAσ(i) gde je σ permutacija na [n] takva
da je xσ(1) ≤ xσ(2) ≤ ... ≤ xσ(n), xσ(0) = 0 i Aσ(i) = {σ (i) , ..., σ (n)} , tada














U tom slu£aju koristimo oznaku Cµ (x) = (c)
∫
fdµ.
U teoremi koja sledi data je veza okeovog integrala sa drugim funkci-
jama agregacije ([33]).
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Teorema 1.9. Neka je µ : 2[n]→ [0,∞) fazi mera takva da je µ ([n]) = 1,
I = R. Tada vaºi;
i) Cµ =Min ako i samo je µ = µmin, gde je µmin fazi mera za koju za
svako A  [n] je µmin (A) = 0,
ii) Cµ =Max ako i samo je µ = µmax, gde je µmax fazi mera za koju za
svako A ⊂ [n] , A 6= ∅ vaºi µmax (A) = 1,
iii) Cµ = Pk ako i samo je µ Dirakova mera δk,
iv) Cµ = WAMw ako i samo je µ aditivna i za svako i ∈ [n] je µ ({i}) =
wi.
Sada ¢emo posmatrati Sugenov integral kao funkciju agregacije na In.







gde je σ permutacija na [n] takva da je xσ(1) ≤
xσ(2) ≤ ... ≤ xσ(n), xσ(0) = 0 i Aσ(i) = {σ (i) , ..., σ (n)} , tada je Sugenov












Koristi¢emo notaciju Sµ (x) umesto (s)
∫
fdµ.
Teorema koja sledi daje vezu Sugenovog integrala sa funkcijama agre-
gacije ([33]).
Teorema 1.10. Neka je µ fazi mera i I = [0, µ ([n])] . Tada vaºi;
i) Sµ =Min ako i samo je µ = µmin, gde je µmin fazi mera za koju za
svako A  [n] je µmin (A) = 0.
ii) Sµ =Max ako i samo je µ = µmax, gde je µmax fazi mera za koju za
svako A ⊂ [n] , A 6= ∅ vaºi µmax (A) = 1.
iii) Sµ = Pk ako i samo je µ Dirakova mera δk.
v) Sµ = WMaxw ako i samo je µ maksitivna fazi mera takva da je
µ ([n]) = 1 i za svako i ∈ [n] je µ ({i}) = wi.
vii) Sµ = WMinw ako i samo je µ minitivna fazi mera takva da je µ ([n]) =
1 i za svako i ∈ [n] je µ ([n] \ {i}) = µ ([n])− wi.
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1.2 Univerzalni integral
U ovoj sekciji ¢emo takoe pod pojmom monotone mere podrazumevati
fazi meru m : A → [0,∞] sa osobinom m (X) > 0. Univerzalni integral
je denisan na proizvoljnom prostoru sa σ-algebrom (X,A) u odnosu na
monotonu meru m : A → [0,∞] i za merljivu funkciju f : X→ [0,∞] .
Sledi pregled denicija, notacija i rezultata iz [36].
Funkcija f : X→ [0,∞] je A-merljiva ako f−1 (B) ∈ A za svako B ∈
B ([0,∞]) gde je B ([0,∞]) Borelova σ-algebra na [0,∞] . Koristi¢emo slede¢u
notaciju:
Denicija 1.6. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom.
(1) F (X,A) ozna£ava skup svih A-merljivih funkcija f : X→ [0,∞] ;
(2) Za svako a ∈ (0,∞] ,M(X,A)a je skup svih monotonih mera koje zado-





Koriste¢i prethodnu notaciju okeov [24], Sugenov [81] i ilkretov [77]
integral, respektivno su dati za prostor sa σ-algebrom (X,A) , za svaku
funkciju f ∈ F (X,A) i za svaku monotonu meru m ∈M(X,A) sa
Ch (m, f) =
∫ ∞
0
m ({f ≥ t}) dt (1.1)
Su (m, f) = sup {min (t,m ({f ≥ t})) | t ∈ (0,∞]} , (1.2)
Sh (m, f) = sup {t ·m ({f ≥ t}) | t ∈ (0,∞]} , (1.3)
uzimaju¢i da je 0 · ∞ = 0.
Nezavisno od prostora sa σ-algebrom (X,A) integrali (1.1), (1.2) i (1.3)
preslikavaju M(X,A) × F (X,A) u [0,∞] . Ako ksiramo m ∈ M(X,A), oni su
funkcije agregacije na F (X,A). Prethodni integrali su takoe neopadaju¢e
funkcije iz M(X,A) u [0,∞] ako ksiramo proizvoljnu funkciju f ∈ F (X,A).
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Integrali (1.1), (1.2) i (1.3) preslikavaju D[0,∞] u [0,∞] i neopadaju¢i su po
obe koordinate. Pored toga oni ispunjavaju jednakost I (m1, f1) = I (m2, f2)
kad parovi (m1, f1) , (m2, f2) ∈ D[0,∞] zadovoljavaju jednakost
m1 ({f1 ≥ t}) = m2 ({f2 ≥ t})
za svako t ∈ (0,∞] .
Denicija 1.7. Ako parovi (m1, f1) ∈ M(X1,A1) × F (X1,A1) i (m2, f2) ∈
M(X2,A2) ×F (X2,A2) zadovoljavaju
m1 ({f1 ≥ t}) = m2 ({f2 ≥ t})
za svako t ∈ (0,∞] , tada kaºemo da su (m1, f1) i (m2, f2) integralno ekvi-
valentni, u oznaci
(m1, f1) ∼ (m2, f2) .
Univerzalni integral je baziran na operaciji koja u op²tem slu£aju nije ni
asocijativna ni komutativna. Sledi denicija binarne operacije na kojoj se
bazira univerzalni integral.
Denicija 1.8. Neka   : [0,∞]2 → [0,∞] funkcija koja zadovoljava slede¢e
osobine:
(1)   je neopadaju¢a po obe komponente, tj. za svako a1, a2, b1, b2 ∈
[0,∞] sa osobinom a1 ≤ a2 i b1 ≤ b2 vaºi a1   b1 ≤ a2   b2,
(2) 0 je anhilator za  , tj. za svako a ∈ [0,∞] vaºi a  0 = 0   a = 0,
(3)   ima neutralni element e razli£it od 0, tj. postoji e ∈ (0,∞] tako da
za svako a ∈ [0,∞] vaºi a  e = e  a = a.
U [36] dat je aksiomatski pristup za univerzalne integrale. Naime, polazi
se od aksioma koje zadovoljavaju okeov, Sugenov i ilkretov integral.
Denicija 1.9. Univerzalni integral je funkcija I : D[0,∞] → [0,∞] koja
zadovoljava slede¢e aksiome:
(I1) za svaki prostor sa σ-algebrom (X,A) restrikcija funkcije I naM(X,A)×
F (X,A) je neopadaju¢a po svakoj koordinati;
(I2) postoji funkcija   : [0,∞]2 → [0,∞] takva da za svaki par (m, c · χA) ∈
D[0,∞] vaºi
I (m, c · χA) = c m (A) ;
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(I3) za sve integralno ekvivalentne parove (m1, f1) , (m2, f2) ∈ D[0,∞] vaºi
I (m1, f1) = I (m2, f2) .
Teorema 1.11. Neka je   : [0,∞]2 → [0,∞] binarna operacija u smislu
denicije 1.8. Tada je najmanji univerzalni integral I i najve¢i univerzalni
integral I baziran na   dat sa
I  (m, f) = sup {t m ({f ≥ t}) | t ∈ (0,∞]} ,
I  (m, f) = ess sup
m
f   sup {t m ({f ≥ t}) | t ∈ (0,∞]} ,
gde je ess supm f = sup {t ∈ [0,∞] | m ({f ≥ t}) > 0} .
O£igledno je Su = IMin i Sh = IProd gde su operacije Min i Prod date
sa Min(a, b) = min (a, b) i Prod(a, b) = a · b. Iz nelineranosti Sugenovog
integrala (videti [37, 49]) sledi da univerzalni integral takoe nije linearan u
op²tem slu£aju.
Ako ksiramo neutralni element e ∈ (0,∞] , najmanja operacija  e i




0, (a, b) ∈ [0, e)2
max (a, b) , (a, b) ∈ [e,∞]2
min (a, b) , ina£e,
a e b =

min (a, b) , min (a, b) = 0 ili (a, b) ∈ (0, e]2
∞, (a, b) ∈ (e,∞]2
max (a, b) , ina£e.
Teorema 1.12. Neka je   : [0,∞]2 → [0,∞] binarna operacija u smislu
denicije 1.8 na [0,∞] sa neutralnom elementom e ∈ (0,∞] , i neka je K
skup svih univerzalnih integrala I takvih da
i) za svako m ∈M(X,A)e i svako c ∈ [0,∞] vaºi
I (m, c · χX) = c,
ii) za svako m ∈M(X,A) i svako A ∈ A vaºi
I (m, c · χA) = m (A) .
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Onda I e i I
 e su najmanji i najve¢i element iz K respektivno, njihove
eksplicitne formule su date sa
I e (m, f) = max (m ({f ≥ e}) , essinfmf) ,







ess supm f, lim
t→0+




ess supm f, lim
t→0+






ess supm f, lim
t→0+






m ({f ≥ t}) < e i ess supm f ≥ e,
lim
t→0+
m ({f ≥ t}) ina£e.
U [36] univerzalni integral se uvodi na jo² jedan na£in.
Za datu operaciju   na [0,∞] pretpostavljamo da postoji operacija  :
[0,∞]2 → [0,∞] koja je neprekidna, asocijativna, neopadaju¢a i ima 0 kao
neutralni element (tada sledi komutativnost operacije , videti [35]) i koja
je distributivna sa leve strane u odnosu na  , tj. za sve a, b, c ∈ [0,∞] vaºi
(a b)   c = (a  c)  (b  c) .
Par (, ) se naziva integralni par operacija.
Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom.
Svaka jednostavna funkcija s ∈ F (X,A), tj. funkcija koja ima kona£an skup
vrednosti Ran (s) = {a1, a2, ..., an} gde je a1 < a2 < ... < an, Ai = {s ≥ ai} ,





bi · χAi .
Skup svih jednostavnih funkcija iz F (X,A) obeleºi¢emo sa F (X,A)simple.
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Sli£no kao kod konstrukcije Lebegovog integrala za svaki prostor sa σ-
algebrom (X,A) i svaku monotonu meru m na (X,A) neka je Isimple,  :













bi  m (Ai) . (1.4)
Teorema 1.13. Neka je (, ) integralni par operacija. Funkcija I,  :
D[0,∞] → [0,∞] data sa
I,  (m, f) =
sup
{
Isimple,  (µ, s) | (µ, s) ∈ D[0,∞], s je jednostavna, h
(µ,s) ≤ h(m,f)
}
je univerzalni integral koji je pro²irenje Isimple,  u (1.4).
1.2.1 Univerzalni integral na [0, 1]
Za monotone normirane mere m ∈ M(X,A)1 i funkcije f ∈ F (X,A) koje zado-
voljavaju uslov Rang (f) = [0, 1] (pisa¢emo kra¢e f ∈ F (X,A)[0,1] ) univerzalni
integrali su bazirani na binarnoj operaciji   u smislu denicije 1.8 sa neu-







naziva se univerzalni integral na skali [0, 1] ili fazi integral.
Semikopula (konjuktor, t-seminorma) [15, 28, 82] je binarna operacija
  : [0, 1]2 → [0, 1] koja je neopadaju¢a po obe komponente, 1 je neutralni
element i zadovoljava a  b ≤ min (a, b) za svako (a, b) ∈ [0, 1]2 .
Ako je jo² operacija   : [0, 1]2 → [0, 1] asocijativna i komutativna, onda
se naziva triangularna norma (kra¢e t-norma [14, 35]).
Slede £etiri naj£e²¢e kori²¢ene t-norme:
(1) TM (x, y) = min (x, y) za (x, y) ∈ [0, 1]2. Ova t-norma je najve¢a
semikopula i na njoj je baziran originalni Sugenov integral uveden u
[81].
(2) TP (x, y) = xy za (x, y) ∈ [0, 1]2. ilkretov integral uveden u [77] i
okeov integral na [0, 1] su bazirani na TP t-normi.
1.2. Univerzalni integral 15
(3) TL (x, y) = max (a+ b− 1, 0)
(4) TD (x, y) =
{
0, (x, y) ∈ [0, 1)2
xy, ina£e
, ²to je najmanja semikopula.
Kopule ([79], videti i [14, 54]) su takoe specijalan slu£aj semikopula i
imaju vaºnu ulogu u statistici i teoriji verovatno¢e. Pridruºuju se funkciji
raspodele na [0, 1]2 dvodimenzionalne slu£ajne promenljive (X,Y ) £ije kor-
dinate X i Y imaju uniformnu raspodelu na [0, 1] . Kopula C ima osobinu
da za svako 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 i 0 ≤ c ≤ d ≤ 1 vaºi
C (a, c) + C (b, d)− C (b, c)− C (a, d) ≥ 0.
Konstrukcija univerzalnog integrala na [0,∞] baziranog na ksiranoj bi-
narnoj operaciji u smislu denicije 1.8 se moºe takoe primeniti na uni-
verzalni integral na [0, 1] po£ev²i od ksirane semikopule. Ako je ~ semi-
kopula, najmanji i najve¢i univerzalni integral na [0, 1] i dati su sa:
I~ (m, f) = sup {t~m ({f ≥ t}) | t ∈ [0, 1]} ,
I~ (m, f) = ess sup
m
f ~ sup {t~m ({f ≥ t}) | t ∈ (0, 1]} .
Za ksirinu striktnu t-normu T, odgovaraju¢i univerzalni integral IT je Su-
geno-Veberov integral [87], dok za op²tiju semikopulu T, odgovaraju¢i uni-
verzalni integral IT se naziva seminormirani integral i dat je u [82].
U slede¢oj teoremi data je jos jedna konstrukcija univerzalnog integrala
pomo¢u kopula.
Teorema 1.14. Neka je C : [0, 1]2 → [0, 1] kopula i preslikavanje KC :
D[0,1] → [0, 1] denisano sa
KC (m, f) = PC
({
(x, y) ∈ (0, 1]2 | y < m ({f ≥ x})
})
,




indukovana sa C, tj. za svako
(a, b) ∈ [0, 1]2 imamo PC ((0, a]× (0, b]) = C (a, b) . Tada je KC univerzalni
integral na skali [0, 1] .
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1.3 Pseudo-integral
Pseudo-integral je baziran na ⊕-merama u odnosu na odgovaraju¢e pseudo-
operacije ([63, 64]).
1.3.1 Pseudo-sabiranje i pseudo-mnoºenje
Pseudo-sabiranje i pseudo-mnoºenje su uop²tene klasi£ne operacije ([63, 64]).
Ove pseudo-operacije su denisane na nekom zatvorenom intervalu [a, b] ⊂
[−∞,∞] (ili poluzatvorenom intervalu da bi se izbegli slu£ajevi (+∞) +
(−∞) ili 0 · (+∞)).
Operacija ⊕ (pseudo-sabiranje) je funkcija ⊕ : [a, b]× [a, b] → [a, b] koja
je komutativna, neopadaju¢a (u odnosu na relaciju parcijalnog ureenja ),
asocijativna i ima nulti elemenat, u oznaci 0, tj. za svako x ∈ [a, b] vaºi
0⊕x=x.
Neka je [a, b]+ = {x : x ∈ [a, b] ,0  x}.
Operacija  (pseudo-mnoºenje) je funkcija  : [a, b]× [a, b] → [a, b] koja
je komutativna, pozitivno neopadaju¢a, tj. x  y implicira x  z  y  z,
z ∈ [a, b]+ , asocijativna i sa neutralnim elementom 1 ∈ [a, b] , tj. za svako
x ∈ [a, b] ,1 x = x.
Pretpostavi¢emo da je 0x = 0 i da je  distributivno pseudo-mnoºenje
u odnosu na ⊕, tj. x  (y ⊕ z) = (x  y) ⊕ (x  z). Tada je ([a, b] ,⊕,)
poluprsten. Poluprsteni se mogu posmatrati i op²tije na nekom parcijalno
ureenom (relacijom ) skupu P umesto na [a, b] .
Na osnovu ovih operacija razvija se pseudo-integralni ra£un, koji se ko-
risti za re²avanje nelinearnih parcijalnih, obi£nih diferencijalnih i diferencnih
jedna£ina. Slede primeri poluprstena ([63, 64]).
Posmatramo samo slede¢e slu£ajeve poluprstena kod kojih su obe pseudo-
operacije neprekidne (neprekidnost pseudo-mnoºenja  moºe biti naru²ena
eventualno u slu£ajevima 0a = a0 ili 0 b = b0, tj. u ta£kama (0, a)
i (a,0) ili (0, b) i (b,0)) :
Slu£aj I: Pseudo-sabiranje je idempotentna operacija dok pseudo-mno-
ºenje nije.
(a) x⊕y = sup(x, y),  je proizvoljno neidempotentno pseudo-mnoºenje
na intervalu [a, b] kancelativno na (a, b)2. Neutralni elementi operacije ⊕
je 0 = a. Idempotentna operacija sup indukuje totalni poredak na slede¢i
na£in: x  y ako i samo ako sup(x, y) = y, tj. uobi£ajeni poredak. tavi²e,
pseudo-mnoºenje  je generisano funkcijom g : [a, b] → [0,∞] koja je rastu¢a
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funkcija i bijekcija, tj. x  y = g−1(g(x) · g(y)) (ovaj rezultat sledi iz [34],
videti i [32]). Tada je 1 = g−1(1).
(b) x⊕ y = inf(x, y),  je proizvoljno neidempotentno pseudo-mnoºenje
na intervalu [a, b] kancelativno na (a, b)2. Tada je 0 = b i idempotentna
operacija inf indukuje totalni poredak na slede¢i na£in: x  y ako i samo ako
inf(x, y) = y, tj. poredak obrnut uobi£ajenom. tavi²e, pseudo-mnoºenje
 je generisano funkcijom g : [a, b] → [0,∞] koja je opadaju¢a funkcija i
bijekcija, tj. xy = g−1(g(x) ·g(y)) (ovaj rezultat sledi iz [34], videti i [32]).
Tada je 1 = g−1(1).
Slu£aj II: Pseudo-operacije su denisane pomo¢u monotonog i nepreki-
dnog generatora g : [a, b] → [0,∞] , tj. pseudo-operacije su date sa
x⊕ y = g−1(g(x) + g(y)) i x y = g−1(g(x) · g(y)).
Ako je nulti element za pseudo-sabiranje a, posmatra¢emo rastu¢e gene-
ratore. Tada je g (a) = 0 i g (b) = ∞. Ako je nulti element za pseudo-
sabiranje b, posmatra¢emo opadaju¢e generatore. Tada je g (b) = 0 i g (a) =
∞.
Kada je generator g rastu¢i (respektivno opadaju¢i), operacija ⊕ indu-
kuje uobi£ajeni poredak (respektivno obrnut poredak uobi£ajenom) na inte-
rvalu [a, b] na slede¢i na£in: x  y ako i samo ako g (x) ≤ g (y) .
Pseudo-operacije⊕ i u ovom slu£aju nazivamo g-sabiranje i g-mnoºenje,
a odgovaraju¢i poluprsten g-poluprsten.
Slu£aj III: Obe operacije su idempotentne.
(a) x⊕ y = sup(x, y), x y = inf(x, y) na intervalu [a, b]. Tada je 0 = a
i 1 = b. Operacija sup indukuje uobi£ajeni poredak (x  y ako i samo ako
sup(x, y) = y).
(b) x⊕ y = inf(x, y), x y = sup(x, y) na intervalu [a, b]. Tada je 0 = b
and 1 = a. Operacija inf indukuje obrnut poredak uobi£ajenom (x  y ako
i samo ako inf(x, y) = y).
U [51] je pokazano da se poluprsten sa idempotentnim pseudo-sabiranjem
(⊕ = sup ili ⊕ = inf) moºe dobiti kao grani£na vrednost familije poluprstena
sa pseudo-operacijama koje su denisane pomo¢u generatora.
Neka je ([a, b] ,⊕,) poluprsten sa generisanim pseudo-operacijama, tj.
x⊕ y = g−1(g(x) + g(y)) i x y = g−1(g(x) · g(y)). Funkcija gλ (funkcija g




)−1 (gλ(x) + gλ(y))










)−1 (x) = g−1 (x 1λ) .
Dokaz slede¢e teoreme se moºe na¢i u [51, 63].
Teorema 1.15. Neka je g : [a, b] → [0,∞] striktno monotono opadaju¢i
generator poluprstena ([a, b] ,⊕,) i gλ funkcija g na stepen λ ∈ (0,∞) .
Tada je gλ generator poluprstena ([a, b] ,⊕λ,) i za svako ε > 0 i svaki par
(x, y) ∈ [a, b]2 postoji λ0 tako da je
|x⊕λ y − inf(x, y)| < ε
za sve λ ≥ λ0. Ako je g rastu¢i generator, vaºi odgovaraju¢i rezultat za sup .
Sada ¢emo uvesti pseudo-stepen [5].
Za x ∈ [a, b]+ i p ∈ (0,∞) , pseudo-stepen x
(p)
 se deni²e na slede¢i
na£in:









y | y(n) ≤ x
}







za svaki racionalan broj r ∈ (0,∞) , nezavisno od predstavljanja r = mn =
m1
n1
, gde su m, n, m1, n1 pozitivni celi brojevi (rezultat sledi iz neprekidnosti
i monotonosti ). S obzirom na neprekidnost pseudo-mnoºenja , ako p nije







 | r ∈ (0, p) , r je racionalan broj
}
.
O£igledno, ako je x y = g−1(g(x) · g(y)), tada je x(p) = g−1 (gp (x)). S
druge strane, ako je  idempotentno, onda je x(p) = x za svako x ∈ [a, b] i
p ∈ (0,∞).
1.3.2 ⊕-mera i pseudo-integral
⊕-mera je specijalna neaditivna mera koja je uop²tenje klasi£ne mere. Takva
mera nam omogu¢ava da deni²emo pseudo-integral. U ovoj sekciji su date
denicije ⊕-mere, pseudo-integrala kao i njegove osnovne osobine([63, 64]).
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Neka je ([a, b] ,⊕,) poluprsten na intervalu [a, b] ⊂ [−∞,+∞] . Neka
je sa A obeleºena σ-algebra podskupova skupa X.
Denicija 1.10. Skupovna funkcija m : A → [a, b]+ je ⊕-mera ako vaºi
i) m (∅) = 0 (ako ⊕ nije idempotentna ),
ii) (∀A,B ∈ A) (A ∩B = ∅ ⇒ m (A ∪B) = m (A)⊕m (B)) .
U slu£aju kada je ⊕ idempotentna, mogu¢e je da m nije denisana na
praznom skupu.









m (Ai) , (σ -⊕ -aditivnost)
vaºi za svaki niz {Ai}i∈N po parovima disjunktnih skupova iz A, gde je⊕∞
i=1 xi = limn→∞
⊕n
i=1 xi.
U slu£aju kada je pseudo-sabiranje idempotentna operacija disjunktnost
skupova u denicijama 1.10 i 1.11 moºe biti izostavljena ([64]).
Ako posmatramo slu£aj poluprstena II, skupovna funkcija m : A →
[a, b]+ je σ-⊕-mera ako i samo ako je g ◦m : A → [0,∞] klasi£na mera, tj.
σ-aditivna mera.
U jednoj od narednih sekcija posmatra¢emo specijalne slu£ajeve ⊕-mere.
Maksitivna mera, tj. mera koja zadovoljava
(∀A,B ∈ A) (m (A ∪B) = max (m (A) ,m (B)))
je kompletna maksitivna mera ili kompletna sup-mera ako za svaku familiju









Pretpostavimo dalje da su ([a, b] ,⊕) i ([a, b] ,) polugrupe koje su ko-
mpletne mreºe sa poretkom. Kompletna mreºa zna£i da svaki skup A ⊂ [a, b]
ograni£en odozgo (odozdo) postoji sup A (inf A). Takoe pretpostavimo da
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je [a, b] snabdeven metrikom d kompatibilnom sa lim sup i lim inf, tj. iz
lim supxn = x i lim inf xn = x, sledi lim
n→∞
d (xn, x) = 0 i koja zadovoljava
jedan od slede¢ih uslova:
(a) d (x⊕ y, x′ ⊕ y′) ≤ d (x, x′) + d (y, y′)
(b) d (x⊕ y, x′ ⊕ y′) ≤ max {d (x, x′) , d (y, y′)} .
Iz uslova (a) i (b) sledi:
d (xn, yn) → 0 ⇒ d (xn  z, yn  z) → 0.
Takoe ¢emo pretpostaviti monotonost metrike d, tj.
x  z  y ⇒ d (x, y) ≥ max {d (y, z) , d (x, z)}
Neka su f, h : X → [a, b] funkcije. Tada za svako x ∈ X i λ ∈
[a, b] deni²emo: (f ⊕ g) (x) = f (x) ⊕ g (x) , (f  g) (x) = f (x)  g (x)
i (λ f) (x) = λ f (x) .
Denicija 1.12. Neka je ε pozitivan realan broj i B ⊂ [a, b]. Podskup {lεi }
od B je ε-mreºa ako za svako x ∈ B postoji lεi takav da d (lεi , x) ≤ ε. Ako
imamo lεi ≤ x, onda ¢emo {lεi } zvati opadaju¢a ε-mreºa. Ako vaºi lεi  lεi+1,




0, x /∈ A
1, x ∈ A ,
se naziva pseudo-karakteristi£na funkcija. Preslikavanje e : X → [a, b] je




ai  χAi , ai ∈ [a, b]
i Ai ∈ A (i ∈ N) su po parovima disjunktni skupovi ako ⊕ nije idempo-
tentna.
Funkcija f : X → [a, b] je merljiva od dole ako za svako c ∈ [a, b] skupovi
{x | f (x) ≤ c} i {x | f (x) < c} pripadaju A. Funkcija f je merljiva ako je
merljiva od dole i skupovi {x | f (x) ≥ c} i {x | f (x) > c} pripadaju A.
Teorema 1.16. Neka je f : X → [a, b] merljiva od dole funkcija ako je
pseudo-sabiranje idempotentno, ili je f merljiva i za svaki pozitivan realan
broj ε postoji monotona ε-mreºa u f (X) . Onda postoji niz (ϕn) eleme-
ntarnih funkcija takvih da, za svako x ∈ X,
d (ϕn (x) , f (x)) → 0 uniformno kad n→∞.
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Denicija 1.14. Neka je m σ-⊕-mera.
i) Integral jednostavne funkcije s =
n⊕
i=1
ai  χAi za ai ∈ [a, b] sa disju-






ai m (Ai) .
ii) Integral merljive (odozdo za ⊕ idempotentnu) funkcije f : X → [a, b] ,
za koju, ako ⊕ nije idempotentna, za svako ε > 0, postoji monotona
ε-mreºa u f (X) , je denisan sa∫ ⊕
X




ϕn (x) dm, (1.5)
gde je (ϕn) niz jednostavnih funkcija konstruisanih u prethodnoj teo-
remi.
Teorema 1.17. Integral denisan sa (1.5) ne zavisi od izbora niza (ϕn) .
Pseudo-integral nad skupom A, kad je A proizvoljan podskup skupa X,
je dat sa ∫ ⊕
A
f  dm =
∫ ⊕
X
(χA  f) dm.
U narednim teoremama su date osnovne osobine pseudo-integrala.
Teorema 1.18. Neka su operacije ⊕ i  neprekidne i ⊕ beskona£no komu-














(c f1) dm = c
∫ ⊕
X
f1  dm za c ∈ [a, b] .
Teorema 1.19. Neka su X1 i X2 neprazni disjunktni podskupovi od X, takvi
da X1, X2 ∈ A. Tada vaºi∫ ⊕
X1∪X2
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Teorema 1.20. Ako je f1  f2, tada je
∫ ⊕
X




U narednim sekcijama posmatra¢emo tri razli£ita slu£aja poluprstena
([a, b],⊕,), naime I(a), II i III(a). Slu£ajevi I(b) i III(b) su dualno povezani
sa slu£ajevima I(a) i III(a).
Prvi slu£aj je kad su pseudo-operacije denisane pomo¢u generatora g,
tj. monotone i neprekidne funkcije g : [a, b] → [0,∞] , slu£aj II iz sekcije
1.3.1. Pseudo-integral merljive funkcije f : X → [a, b] tada ima oblik∫ ⊕
X
f  dm = g−1
(∫
X
(g ◦ f) d (g ◦m)
)
, (1.6)
gde je integral sa desne strane jednakosti Lebegov integral. U specijalnom
slu£aju, kad je X = [c, d] , A = B (X) i m = g−1 ◦λ, gde je λ Lebegova mera










Odnosno (1.6) ima slede¢i oblik∫ ⊕
[c,d]
f(x) dx = g−1
(∫ d
c
g (f (x)) dx
)
,
tj. dobijamo g−integral, videti [60, 61].
Slede¢i slu£ajevi su kad je poluprsten tipa ([a, b] , sup,) , odnosno slu£a-
jevi I(a) i III(a) iz sekcije 1.3.1. Posmatra¢emo kompletno maksitivnu meru
m i A = 2X . Ako je X prebrojiv (specijalno, ako je X kona£an), tada je
svaka σ-sup-mera m kompletna i m (A) = sup
x∈A
ψ (x), gde je ψ : X → [a, b]
funkcija gustine data sa ψ (x) = m ({x}) . Tada pseudo-integral funkcije
f : X → [a, b] ima slede¢i oblik∫ ⊕
X
f  dm = sup
x∈X
(f (x) ψ (x)) .
1.3.3 Idempotentni integral kao granica g-integrala
Svaka sup-mera koja je esencijalni supremum neprekidne funkcije gustine se
moºe dobiti kao grani£na vrednost ⊕-mera u odnosu na pseudo-sabiranje
koje je denisano pomo¢u generatora ([51]).
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Neka je µ Lebegova mera na R i
m (A) = esssup
µ
(x | x ∈ A) = sup {a | µ ({x | x ∈ A, x > a}) > 0} .
Slede¢e teoreme su dokazane u [51].
Teorema 1.21. Neka jem sup-mera na ([0,∞] ,B ([0,∞])), gde je B ([0,∞])
Borelova σ-algebra na [0,∞], m (A) = esssup
µ
(ψ (x) | x ∈ A) i ψ : [0,∞] →
[0,∞] neprekidna funkcija gustine. Tada za svako pseudo-sabiranje ⊕ sa
generatorom g postoji familija {mλ} ⊕λ-mera na ([0,∞) ,B), gde je ⊕λ ge-
nerisano sa gλ, λ ∈ (0,∞), tako da je lim
λ→∞
mλ = m.
Za svaku neprekidnu funkciju f : [0,∞] → [0,∞] pseudo-integral
∫ ⊕
f
dm se moºe dobiti kao granica g-integrala, [51].
Teorema 1.22. Neka je ([0,∞] , sup,) poluprsten i  pseudo-mnoºenje
generisano rastu¢im generatorom g, tj. x  y = g−1(g(x)g(y)) za svako
x, y ∈ [0,∞] . Neka m ispunjava uslove teoreme 1.21. Tada postoji familija
{mλ} ⊕λ-mera gde je ⊕λ i generisano funkcijom gλ, λ ∈ (0,∞), tako da za
svaku neprekidnu funkciju f : [0,∞] → [0,∞] vaºi∫ sup









gλ (f (x)) dx
)
.
Analogno, odgovaraju¢i integrali u odnosu na inf-meru se mogu takoe
dobiti kao granica familije g-integrala ([51]).
1.3.4 Pseudo-verovatno¢a
Motivisani rezultatima iz [17] posmatramo uop²tenje klasi£ne teorije verova-
tno¢e bazirano na ⊕-meri i pseudo-integralima. Naime, pseudo-verovatno¢a
je specijalan slu£aj ⊕-mere. U ovoj sekciji date su denicije pseudo-verova-
tno¢e, pseudo-promenljive, funkcije raspodele, gustine i pseudo-o£ekivanja
iz [53].
Neka je ([a, b] ,⊕,) poluprsten, gde je [a, b] ⊂ [−∞,+∞] i Ω neprazan
skup.
Denicija 1.15. Neka je A σ-algebra podskupova skupa Ω. Skupovna
funkcija P : A → [a, b] je pseudo-verovatno¢a ako vaºi
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i) P (∅) = 0,





i=1 P (Ai) , vaºi za svaki niz {Ai}i∈N po parovima
disjunktnih skupova iz A.
U slu£aju kada je pseudo-sabiranje idempotentna operacija disjunktnost
skupova moºe biti izostavljena.
Trojka (Ω,A,P ) se naziva prostor pseudo-verovatno¢e.
Ako posmatramo II slu£aj poluprstena, pseudo-verovatno¢a je P (A) =
g−1 (P (A)) gde je P verovatno¢a. U tom slu£aju pseudo-verovatno¢a je
deformisana verovatno¢a ([23]).
Denicija 1.16. Funkcija Y : Ω → [a, b] je pseudo-slu£ajna promenljiva
ako je
Y −1 ((·, x)) = {ω ∈ Ω | Y (ω) ≺ x} = {Y ≺ x} ∈ A,
za svako x ∈ [a, b] .
Denicija 1.17. Funkcija FY denisana sa:
FY (x) = P ({Y ≺ x})
je funkcija raspodele pseudo-slu£ajne promenljive Y.
Neka je σ ([a, b]) minimalna σ-algebra koja sadrºi otvorene lopte iz se-
parabilnog metri£kog prostora ([a, b] , d) gde je d kompatibilna metrika sa
⊕ i , m σ-⊕-mera denisana na prostoru sa σ-algebrom ([a, b] , σ ([a, b]))
([53]).






tada je φY gustina za Y.
Denicija 1.19. Pseudo-o£ekivanje pseudo-slu£ajne promenljive Y je de-
nisano sa:
E (Y ) =
∫ ⊕
[a,b]
x φY (x) dm.
Glava 2
Integralne nejednakosti za
okeov, Sugenov i univerzalni
integral
Klasi£ne integralne nejednakosti imaju vaºnu ulogu ne samo u matemati£koj
analizi, ve¢ i u drugim oblastima matematike, pre svega u teoriji verovatno-
¢e. U sekciji 2.1 date su nejednakosti za Lebegov integral koje ¢e kasnije
biti uop²tene za integrale bazirane na neaditivnim merama. U narednim
sekcijama dati su rezultati iz [2, 4, 9, 29, 30, 31, 71, 84]. Jensenov tip ne-
jednakosti za Sugenov i okeov integral, dokazan u [71, 84], dat je u sekciji
2.2. Nejednakost ebi²eva za Sugenov ([29, 30]) i okeov integral ([84]),
navedena je u sekciji 2.3. okeov integral baziran na submodularnoj fazi meri
takoe zadovoljava Holderovu nejednakost, dok je ta nejednakost oslabljena
u slu£aju kad fazi mera nije submodularna ([84]). Pregled ovih rezulata dat
je u sekciji 2.4. U sekciji 2.5 navedene su nejednakosti Minkovskog iz [84] za
okeov i iz [2, 9] za Sugenov integral. Uop²tena nejednakost Stolarskog za
Sugenov integral, dokazana u [31], data je u sekciji 2.6. Razni tipovi konve-
rgencija i teoreme konvergencija, £iji su dokazi bazirani na nejednakostima
za okeov integral ([84]), dati su u sekciji 2.7. Zatim, u sekciji 2.8 navedeni
su originalni rezultati iz [4] vezani za uop²tenje Bervaldove nejednakosti za
Sugenov integral. Dat je primer koji pokazuje da u op²tem slu£aju ne vaºi
Bervaldova nejednakost za Sugenov integral, a zatim je posmatrano pod
kojim uslovima je ta nejednakost zadovoljena.
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2.1 Klasi£ne integralne nejednakosti za Lebegov
integral
Jedna od integralnih nejednakosti vezana za konveksne funkcije je Jensenova
nejednakost (Jensen's inequality). Slede¢a teorema vaºi u klasi£noj analizi
([75]).
Teorema 2.1. Neka je (Ω,M) prostor sa σ-algebrom i µ mera na M takva
da je µ (Ω) = 1. Neka je h realna funkcija koja pripada L1 (µ) , a < h (x) < b









(ϕ ◦ h) dµ. (2.1)
Klasi£na Jensenova nejednakost ima svoju ulogu u mnogim teorijskim i
prakti£nim poljima. Ona omogu¢ava razumevanje i predvianje varijacija u
dinami£kim sistemima u smislu klasi£nog o£ekivanja ([46]). U teoriji vero-
vatno¢e vaºi slede¢a teorema ([17]).
Teorema 2.2. Neka je (Ω,M, P ) prostor verovatno¢e i ϕ konveksna funkcija
na skupu vrednosti slu£ajne promenljive Y. Ako slu£ajne promenljive Y i
ϕ (Y ) imaju matemati£ko o£ekivanje, tada vaºi:
ϕ (E (Y )) ≤ E (ϕ (Y )) .
Posmatra¢emo dve nejednakosti poznate kao nejednakosti ebi²eva (Che-
byshev's inequality). Prva nejednakost je poznata i pod nazivom nejedna-
kost Bijenemea-ebi²eva (Bienaymé-Chebyshev inequality) i ima primenu u
teoriji mere i teoriji verovatno¢e. U teoriji verovatno¢e se primenom ove ne-
jednakosti dokazuje zakon velikih brojeva, kao i uporeivanje razli£itih vrsta
konvergencija niza slu£ajnih promenljivih ([17]).
Teorema 2.3. Neka je (X,M, µ) merljiv prostor i f : X → [0,∞] merljiva
funkcija. Ako je g merljiva i neopadaju¢a funkcija na skupu vrednosti funkcije
f , sa vrednostima u [0,∞] , tada za svako t > 0 vaºi nejednakost




(g ◦ f) dµ.
Druga nejednakost ebi²eva se u literaturi naziva nejednakost ebi²eva
za monotone funkcije kao i nejednakost kovarijanse (covariance inequality).
Ova nejednakost ima ²iroku primenu u primenjenoj matematici i to najvi²e
u ekonomiji, nansijama i teoriji odlu£ivanja (videti [78, 85]). Vaºi slede¢a
teorema ([18]).
2.1. Klasi£ne integralne nejednakosti za Lebegov integral 27
Teorema 2.4. Neka su f i g nenegativne merljive funkcije na [a, b] koje su












gde je µ mera na R.
Prethodna nejednakost se moºe primeniti u teoriji verovatno¢e na slede¢i
na£in ([83, 85]).
Teorema 2.5. Ako je Y slu£ajna promenljiva i f, g funkcije koje su obe
rastu¢e ili obe opadaju¢e, tada vaºi nejednakost
E (f (Y ))E (g (Y )) ≤ E (f (Y ) g (Y )) . (2.3)
Slede¢e nejednakosti, £ija ¢emo uop²tenja za integrale bazirane na nea-
ditivnim merama kasnije posmatrati, su nejednakosti Holdera i Minkovskog.
Pojam konjugovanih eksponenata je vezan za Holderovu nejednakost.
Denicija 2.1. Ako su p i q pozitivni brojevi takvi da je 1p +
1
q = 1, tada
su p i q par konjugovanih eksponenata.
Nejednakosti Holdera i Minkovskog su date u slede¢oj teoremi ([75]).
Teorema 2.6. Neka su p i q konjugovani eksponenti, 1 < p < ∞ i neka je
(X,M, µ) merljiv prostor. Ako su f i g merljive funkcije na X sa vredno-
stima u [0,∞], tada vaºi














ii) nejednakost Minkovskog (Minkowski's inequality)(∫
X
















U klasi£noj teoriji mere prlikom pokazivanja osobina Lp prostora pri-
menjuju se Holderova i Minkovskog nejednakost. Takoe se mogu primeniti
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i u teoriji verovatno¢e gde dobijamo nejednakosti vezane za matemati£ka
o£ekivanja slu£ajnih promenljivih ([17]), tj.





[E (|Y + Z|p)]
1
p ≤ [E (|Y |p)]
1
p + [E (|Z|p)]
1
p . (2.7)
gde su p i q konjugovani eksponenti, 1 < p <∞, a Y i Z slu£ajne promenljive.
Slede¢a nejednakost se naziva Bervaldova nejednakost (Berwald's in-
equality) (videti [69]). Ova nejednakost ima primenu u teoriji informacija.





















za 0 < r < s <∞.
Nejednakost Stolarskog (Stolarsky's inequality) ima interesantne primene
na nejednakosti za Gama funkcije (videti [80]). U [40] dokazan je uop²teni
tip nejednakosti Stolarskog baziran na nejednakosti ebi²eva. Naredna teo-
rema je klasi£na integralna nejednakost Stolarskog ([80]).
Teorema 2.8. Ako je g : [0, 1] → [0, 1] nerastu¢a funkcija, tada za svako a,



























2.2 Jensenova nejednakost za Sugenov i okeov inte-
gral
Zbog svoje primene u mnogim oblastima jedna od prvih nejednakosti koja
je prou£avana i uop²tena za integrale bazirane na neaditivnim merama je
Jensenova nejednakost. Klasi£na nejednakost (2.1) ne vaºi u op²tem slu£aju
za Sugenov i okeov integral, te je u [71, 84] pokazano pod kojim dodatnim
uslovima je ova nejedankost ispunjena.
Jensenova nejednakost za Sugenov integral pokazana je u radu [71]. Slede
teoreme iz [71].
Neka je µ fazi mera na X takva da je µ (X) <∞.
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Teorema 2.9. Neka je (X,A, µ) fazi merljiv prostor, funkcija f : X →
[0,∞] merljiva i takva da (s)
∫
fdµ = p. Ako je Φ : [0,∞) → [0,∞) rastu¢a










Teorema 2.10. Neka je (X,A, µ) fazi merljiv prostor i Φ : [0,∞) → [0,∞)










za svaku merljivu funkciju f : X → [0,∞] .
Jensenova nejednakost za okeov integral pokazana je u [84].
Teorema 2.11. Neka je (X,A, µ) fazi merljiv prostor i f funkcija takva da
je (c)
∫
fdµ < ∞. Ako je µ fazi mera takva da je µ (X) = 1 i Φ : [0,∞) →










2.3 Nejednakost ebi²eva za Sugenov i okeov inte-
gral
Nejednakost ebi²eva koja ima veliku primenu u teoriji verovatno¢e vaºi i
za Sugenov integral, tj. vaºi slede¢a teorema iz [30].
Teorema 2.12. Neka je µ : A → [0,∞] fazi mera, g : [0,∞] → (0,∞]
neopadaju¢a funkcija i t > 0. Tada za svako A ∈ A vaºi




U slede¢oj teoremi data je prethodna nejednakost za okeov integral,
koja je dokazana u [84].
Teorema 2.13. Neka je (X,A, µ) fazi merljiv prostor i f realno-vrednostna
nenegativna merljiva funkcija denisana na X. Ako je g : [0,∞] → (0,∞]
neopadaju¢a funkcija, tada vaºi nejednakost






za svako A ∈ A.
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Ako je u prethodnim teoremama funkcija g indenti£ko preslikavanje, ne-
jednakost ebi²eva se svodi na nejednakost Markova. Nejednakost Markova
za Sugenov integral posmatrana je u [30].
Generalizacija nejednakosti ebi²eva za monotone funkcije za Sugenov
integral pokazana je u [29].
Teorema 2.14. Neka su f, g : [0, a] → R funkcije i µ fazi mera takva da je
(s)
∫
[0,a] fdµ ≤ 1 i (s)
∫
















U radu [29] je dokazana slede¢a teorema koja je takoe uop²tenje nejed-
nakosti ebi²eva.
Teorema 2.15. Neka je (X,A, µ) fazi merljiv prostor i neka su funkcije f i
g nenegativne merljive funkcije takve da su integrali (s)
∫
A fdµ i (s)
∫
A gdµ
kona£ni. Neka je ? : [0,∞)2 → [0,∞) neprekidna i neopadaju¢a po oba
argumenta i ograni£ena od gore minimumom. Ako su f i g komonotone

















2.4 Holderova nejednakost za okeov integral
U radu [84] pokazana su slede¢a dva tipa Holderove nejednakosti.
Teorema 2.16. Neka je (X,A, µ) fazi merljiv prostor i neka su funkcije f
i g realno-vrednostne nenegativne merljive funkcije denisane na X. Ako je





















Ako izostavimo pretpostavku da je µ submodularna fazi mera, vaºi slede¢i
oblik Holderove nejednakosti.
Teorema 2.17. Neka je (X,A, µ) fazi merljiv prostor i neka su funkcije f
i g realno-vrednostne nenegativne merljive funkcije denisane na X. Ako su
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Sledi posledica teoreme 2.16.
Posledica 2.18. Neka je (X,A, µ) fazi merljiv prostor i neka su funkcije f
i g realno-vrednostne nenegativne merljive funkcije denisane na X. Ako je




























2.5 Nejednakost Minkovskog za okeov i Sugenov
integral
Jedna od nejednakosti dokazana u radu [84] je nejednakost Minkovskog za
okeov integral.
Teorema 2.19. Neka je (X,A, µ) fazi merljiv prostor i neka su funkcije f
i g realno-vrednostne nenegativne merljive funkcije denisane na X. Ako je

























Nejednakost Minkovskog za Sugenov integral posmatrana je u [2, 9]. U [9]
dokazana je klasi£na nejednakost Minkovskog za Sugenov integral monotone
funkcije baziran na proizvoljnoj fazi meri.
Teorema 2.20. Neka je µ fazi mera na [0, a] i f, g : [0, a] → [0,∞] re-
alne merljive funkcije takve da je (s)
∫
[0,a] (f + g)
p dµ ≤ 1. Ako su f, g obe
























za sve 1 ≤ p <∞.
Op²tija nejednakost za Sugenov integral dokazana je u [2] gde je operacija
sabiranja zamenjena sa neprekidnom, neopadaju¢om i ograni£enom od dole
maksimumom operacijom ? (tj. max (x, y) ≤ x ? y za svako x, y ∈ [0,∞)).
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Teorema 2.21. Neka je (X,A, µ) fazi merljiv prostor i neka je ? : [0,∞)2 →
[0,∞) neprekidna i neopadaju¢a po oba argumenta i ograni£ena od dole maksi-
mumom. Neka su funkcije f i g nenegativne merljive funkcije takve da je
(s)
∫























za sve 1 < p <∞.
2.6 Nejednakost Stolarskog za Sugenov integral
U radu [31] pokazana su dva slu£aja nejednakosti Stolarskog. U prvom
slu£aju je podintegralna funkcija opadaju¢a dok je u drugom rastu¢a. Naime,
vaºi slede¢a teorema.
Teorema 2.22. Neka je a, b > 0. Ako je f : [0, 1] → [0, 1] neprekidna i strogo

































2.7 Teoreme konvergencija za okeov integral
Pored nejednakosti Jenesena, ebi²eva, Holdera i Minkovskog u [84] prou£a-
vani su i razni tipovi konvergencija za okeov integral, ²to je ujedno i primena
pomenutih nejednakosti. U ovoj sekciji dat je pregled denicija i rezultata
iz [84].
Neka je u denicijama i teoremama u ovoj sekciji (X,A, µ) fazi merljiv
prostor, {fn} niz merljivih funkcija, fn : X → [0,∞) i f : X → [0,∞)
takoe merljiva funkcija.
Slede¢a denicija je pro²irenje konvergencije u srednjem, konvergencije
u meri, fundamentalne konvergencije u srednjem i fundamentalne konverge-
ncije u meri.






|fn − f |p dµ = 0.
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|fn − fm|p dµ = 0.
iii) Niz {fn} konvergira u meri µ reda p (p > 0) ka funkciji f na A ako
lim
n→∞
µ (A ∩ {x | |fn − f |p ≥ ε}) = 0
za svako ε > 0. Ako je A = X, onda se kaºe da niz {fn} konvergira u
meri µ reda p (p > 0) ka funkciji f.
iv) Niz {fn} fundamentalno konvergira u meri µ reda p (p > 0) na A ako
lim
n,m→∞
µ (A ∩ {x | |fn − fm|p ≥ ε}) = 0
za svako ε > 0. Ako je A = X, onda se kaºe da niz {fn} fundamentalno
konvergira u meri µ reda p (p > 0).
U slede¢im teoremama data je veza izmeu prethodno denisanih vrsta
konvergencija ([84]).
Teorema 2.23. Ako niz {fn} konvergira u srednjem redu p, onda on konve-
rgira u meri µ reda p.
Teorema 2.24. Ako niz {fn} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
onda on fundamentalno konvergira u meri µ reda p.
Teorema 2.25. Ako niz {fn} konvergira u srednjem redu p i µ je submo-
dularna fazi mera, onda on fundamentalno konvergira u meri µ reda p.
Holderov i Minkovskog tip nejednakosti (teoreme 2.17 i 2.19) se prime-
njuju u dokazu slede¢ih dveju teorema ([84]).
Teorema 2.26. Ako niz {fn} konvergira u srednjem redu p, 0 < p′ < p, tada
niz {fn} konvergira u srednjem redu p′. Ako niz {fn} konvergira u srednjem
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2.8 Bervaldova nejednakost za Sugenov integral
U ovoj sekciji dati su originalni rezultati iz [4]. Pokazano je da u op²tem
slu£aju ne vaºi Bervaldova nejednakost (2.8) za Sugenov integral, a zatim
posmatrano pod kojim dodatnim uslovima je ta nejednakost zadovoljena.
Koristimo oznaku (s)
∫
[a,b] fdm = (s)
∫ b
a fdm.
Slede¢i primer pokazuje da u op²tem slu£aju Bervaldova nejednakost
(2.8) ne vaºi za Sugenov integral.
Primer 2.1. Neka je f (x) =
√
x dok x ∈ [0, 1] . Funkcija f jeste nenegativna
konkavna funkcija. Neka je r = 13 , s =
1
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Teorema 2.27. Neka je 0 < r < s < ∞, f : [a, b] → [0,∞) konkavna
funkcija i m Lebegova mera na R. Tada
















































































































Dokaz. Neka je 0 < r < s <∞ i (s)
∫ b
a f
sdm = t. Kako je f : [a, b] → [0,∞)
konkavna funkcija, za x ∈ [a, b] imamo


















f (b) = h (x) .
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x | x ≥ α
1
r (b− a) + af (b)− bf (a)











































































(b) Ako je f (a) = f (b) , tada je h (x) = f (a) . Kao posledicu osobina





















f r (a) dm
) 1
r
= [f r (a) ∧ (b− a)]
1
r .
= f (a) ∧ (b− a)
1
r .
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x | x ≤ α
1
r (b− a) + af (b)− bf (a)











































































Primer 2.2. Neka je f (x) = ln (1 + x) , x ∈ [0, 2] , r = 1, s = 2 i m






[α ∧m ([0, 2] ∩ {ln (1 + x) ≥ α})]
= sup
α∈[0,∞]
[α ∧ (3− eα)]
= 0.79206,










































































= 1.022 ∨ 0.1394 = 0.1394.
Analogno se moºe dokazati slede¢a teorema.
Teorema 2.28. Neka je 0 < r < s < ∞, f : [a, b] → [0,∞) konveksna
funkcija i m Lebegova mera na R. Tada
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Dokaz. Neka je 0 < r < s <∞ i (s)
∫ b
a f
sdm = t. Kako je f : [a, b] → [0,∞)
konveksna funkcija, za x ∈ [a, b] imamo


















f (b) = h (x) .












































x | x ≥ α
1
r (b− a) + af (b)− bf (a)
f (b)− f (a)
})]] 1
r










































































(b) Ako je f (a) = f (b) , tada je h (x) = f (a) . Kao posledicu osobina





















f r (a) dm
) 1
r
= [f r (a) ∧ (b− a)]
1
r .
= f (a) ∧ (b− a)
1
r .













































x | x ≤ α
1
r (b− a) + af (b)− bf (a)












x | x ≤ α
1
r (b− a) + af (b)− bf (a)











































































Primer 2.3. Neka je f (x) = 3x2, x ∈ [0, 2] , s = 12 , r =
1




















































































































= 5.9261 ∨ (2− 0.98769)4
= 5.9261 ∨ 1.0502 = 5.9261.
Napomena 2.1. Poslednji korak u dokazu teoreme 2.27 pod (a) i teoreme
2.28 pod (a) vaºi kad je [a, b]∩
{






poslednji korak u dokazu teoreme 2.27 pod (c) i teoreme 2.28 pod (c) vaºi
kad je [a, b] ∩
{
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2.9 Integralne nejednakosti za univerzalni integral
U ovoj sekciji dati su originalni rezultati vezani za nejednakost koju zado-
voljava univerzalni integral, £ije su posledice nejednakosti ebi²eva i Minko-
vskog ([6]).
Teorema 2.29. Neka je ? : [0,∞)2 → [0,∞) neprekidna i neopadaju¢a
funkcija po obe komponente i ϕ : [0,∞)2 → [0,∞) bijekcija koja je neprekidna
i striktno rastu¢a funkcija. Neka su f, g ∈ F (X,A) dve komonotone funkcije,
 e : [0,∞]2 → [0,∞] najmanja operacija u smislu denicije 1.8 na [0,∞] sa
neutralnim elementom e ∈ (0,∞] i m ∈ M(X,A) monotona mera takva da
su I e (m,ϕ (f)) i I e (m,ϕ (g)) kona£ni. Ako je
ϕ−1 (ϕ (a?b)  e c) ≥
(








ϕ−1 (I e (m,ϕ (f ? g))) ≥ ϕ−1 (I e (m,ϕ (f))) ? ϕ−1 (I e (m,ϕ (g))) .(2.10)
Dokaz. Neka je e ∈ (0,∞] neutralni element za  e. Ako je I e (m,ϕ (f)) =
ϕ (a) i I e (m,ϕ (g)) = ϕ (b) , onda za svako ε > 0, postoje ϕ (aε) i ϕ (bε)
takvi da
m ({ϕ (f) ≥ ϕ (aε)}) = m ({f ≥ aε}) = a1,
m ({ϕ (g) ≥ ϕ (bε)}) = m ({g ≥ bε}) = b1,
gde je ϕ (aε) e a1 ≥ ϕ (a− ε) i ϕ (bε) e b1 ≥ ϕ (b− ε) . Kako je {f ≥ aε}∩
{g ≥ bε} ⊂ {f ? g ≥ aε ? bε} i f i g komonotone funkcije, to je
m ({f ? g ≥ aε ? bε}) ≥ a1 ∧ b1.
Iz uslova (2.9) sledi
ϕ−1 (I e (m,ϕ (f ? g)))
= ϕ−1 (sup {t e m ({ϕ (f ? g) ≥ t}) | t ∈ (0,∞]})
≥ ϕ−1 (ϕ (aε ? bε)  e (a1 ∧ b1))
= ϕ−1 (ϕ (aε ? bε)  e a1) ∧ ϕ−1 (ϕ (aε ? bε)  e b1)
≥
(





−1 (ϕ (bε)  e b1)
)
≥ ((a− ε) ? bε) ∧ (aε ? (b− ε))
≥ (a− ε) ? (b− ε) .
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Odakle ϕ−1 (I e (m,ϕ (f ? g))) ≥ ϕ−1 (I e (m,ϕ (f))) ? ϕ−1 (I e (m,ϕ (g)))
sledi iz neprekidnosti ?. 
Ako je ϕ (x) = xs, s > 0, tada se nejednakost (2.10) svodi na tip ne-
jednakosti Minkovskog za univerzalni integral.
Posledica 2.30. Neka su f, g ∈ F (X,A) dve komonotone funkcije,  e :
[0,∞]2 → [0,∞] najmanja operacija  e u smislu denicije 1.8 na [0,∞] sa
neutralnim elementom e ∈ (0,∞] i m ∈M(X,A) monotona mera takva da su
I e (m, f
s) i I e (m, g
s) kona£ni. Neka je ? : [0,∞)2 → [0,∞) neprekidna i









∨ (a ? (bs  e c))
1
s ,
tada za svako s > 0 vaºi nejednakost
(I e (m, (f ? g)
s))
1
s ≥ (I e (m, f s))
1




Ako je s = 1, dobija se nejednakost ebi²eva.
Posledica 2.31. Neka su f, g ∈ F (X,A) dve komonotone funkcije,  e :
[0,∞]2 → [0,∞] najmanja operacija  e u smislu denicije 1.8 na [0,∞] sa
neutralnim elementom e ∈ (0,∞] i m ∈M(X,A) monotona mera takva da su
I e (m, f
s) i I e (m, g
s) kona£ni. Neka je ? : [0,∞)2 → [0,∞) neprekidna i
neopadaju¢a funkcija po obe komponente. Ako je
((a?b)  e c) ≥ ((a e c) ? b) ∨ (a ? (b e c)) ,
tada vaºi nejednakost
(I e (m, (f ? g))) ≥ (I e (m, f)) ? (I e (m, g)) . (2.12)
Ako u teoremi 2.29 umesto intervala [0,∞] posmatramo interval [0, 1] ,
tada je  e = ~ semikopula (t-seminorma) i takoe vaºe nejednakosti (2.10),
(2.11) i (2.12) za odgovaraju¢e univerzalne integrale.
Napomena 2.2. U [57] dat je primer koji pokazuje da uslov
((a?b) ~ c) ≥ ((a~ c) ? b) ∨ (a ? (b~ c)) ,
(takoe i uslov (2.9) u teoremi 2.29) ne moºe biti izostavljen.
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Neka su U, V : [0, 1]2 → [0, 1] dve binarne opercije. Kaºemo da V do-
minira nad U, u oznaci V  U, ako vaºi
V (U (a, b) , U (c, d)) ≥ U (V (a, c) , V (b, d))
za svako a, b, c, d ∈ [0, 1] .
Ako je semikopila (t-seminorma) ~ minimum, ? ograni£ena od gore mi-
nimumom i ϕ neprekidna i striktno rastu¢a funkcija, tada ? dominira nad
minimumom. Stoga kao posledice imamo slede¢e nejednakosti za Sugenov
integral koje su redom rezultati iz [1],[58] i [50].
Posledica 2.32. Neka su f, g ∈ F (X,A)[0,1] dve komonotone merljive funkcije,
? : [0, 1]2 → [0, 1] neprekidna i neopadaju¢a funkcija po obe komponente
i ograni£ena od gore minimumom i ϕ : [0, 1] → [0, 1] bijekcija koja je
neprekidna i striktno rastu¢a funkcija. Tada nejednakost
ϕ−1 (Su (m,ϕ (f ? g))) ≥ ϕ−1 (Su (m,ϕ (f))) ? ϕ−1 (Su (m,ϕ (g)))
vaºi za svako m ∈M(X,A)1 .
Posledica 2.33. Neka su f, g ∈ F (X,A)[0,1] dve komonotone merljive funkcije,
? : [0, 1]2 → [0, 1] neprekidna i neopadaju¢a funkcija po obe komponente i
ograni£ena od gore minimumom. Tada nejednakost
(Su (m, (f ? g)s))
1
s ≥ (Su (m, fs))
1
s ? (Su (m, gs))
1
s
vaºi za svako m ∈M(X,A)1 i svako 0 < s <∞.
Posledica 2.34. Neka su f, g ∈ F (X,A)[0,1] dve komonotone merljive funkcije,
? : [0, 1]2 → [0, 1] neprekidna i neopadaju¢a funkcija po obe komponente i
ograni£ena od gore minimumom. Tada nejednakost
(Su (m, (f ? g))) ≥ (Su (m, f)) ? (Su (m, g))
vaºi za svako m ∈M(X,A)1 .
Sada ¢emo posmatrati uop²tenu nejednakost koju zadovoljavaju integrali
bazirani na semikonormi.
Ako je T t-seminorma, S njena dualna t-semikonorma, S (x, y) = 1 −
S (1− x, 1− y) i m normirana fazi mera tada
(IT (m, f))
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gde je md dualna fazi mera data sa
md (A) = 1−m (X −A) .
Zbog dualnosti svi rezultati za integrale bazirane na t-seminormi mogu se
preneti na rezultate za integrale bazirane na t-semikonorma. Slede¢a teo-
rema se analogno dokazuje kao teorema 2.29.
Teorema 2.35. Neka su f, g ∈ F (X,A)[0,1] dve komonotone merljive funkcije,
? : [0, 1]2 → [0, 1] neprekidna i neopadaju¢a funkcija po obe komponente
i ograni£ena od gore minimumom i ϕ : [0, 1] → [0, 1] bijekcija koja je
neprekidna i striktno rastu¢a funkcija. Ako semikonorma S zadovoljava uslov
ϕ−1 (S (ϕ (a?b) , c)) ≤
(








ϕ−1 (IS (m,ϕ (f ? g))) ≤ ϕ−1 (IS (m,ϕ (f))) ? ϕ−1 (IS (m,ϕ (g)))
vaºi za svako m ∈M(X,A)1 .
Ako je ϕ (x) = xs, s > 0, tada dobijamo tip nejednakosti Minkovskog
za univerzalni integral baziran na semikonormi. Nejednakost ebi²eva za
univerzalni integral baziran na semikonormi se dobija kad je s = 1 i ta
nejednakost je dokazana u [57].
U slu£aju kad je semikonorma S maksimum, ? ograni£ena od dole maksi-
mumom i ϕ bijekcija koja je neprekidna i striktno rastu¢a funkcija, tada S
dominira nad ?. Kao posledice toga imamo uop²tenu nejednakost ebi²e-





U ovoj glavi dati su originalni rezultati iz [68] vezani za uop²tenje Jensenove
nejednakosti za pseudo-integral. Ovaj tip nejednakosti je pokazan za dva
slu£aja poluprstena. Takoe su date njene posledice koje ¢e kasnije biti
primenjene u pseudo-verovatno¢i.
Koriste¢i teoremu 2.1 dokazuje se uop²tenje Jensenove nejednakosti za
pseudo-integral. Posmatramo dva slu£aja realnih poluprstena. U prvom
slu£aju pseudo-operacije su denisane pomo¢u monotonog i neprekidnog
generatora g, a u drugom slu£aju pseudo-sabiranje je idempotentna ope-
racija, dok je pseudo-mnoºenje denisano pomo¢u generatora g.
3.1 Jensenova nejednakost u generisanom polu-
prstenu
Familija svih funkcija f : X → [a, b] za koje postoji
∫ ⊕
X
f dm kao kona£na




f  dm ≺ b, a ako ⊕ indukuje poredak obrnut
uobi£ajenom, zna£i da je
∫ ⊕
X
f  dm ≺ a, bi¢e obeleºena sa L1⊕ (m) .
Specijalan slu£aj, kad je X = [0, 1] , A = B (X) i m = g−1 ◦ λ, gde je λ
Lebegova mera na [0, 1] , slede¢e teoreme dokazan je u [68].
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Teorema 3.1. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom i m σ-⊕-mera na A,
takva da je m (X) = 1. Neka je ([a, b],⊕,) poluprsten, [a, b] ⊂ [0,∞] i g :
[a, b] → [a, b] generator pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja  konveksna
i rastu¢a funkcija. Ako je Φ konveksna i nerastu¢a funkcija na [a, b] , tada









(Φ ◦ f) dm. (3.1)
Dokaz. Ako je Φ : [a, b] → [a, b] konveksna i nerastu¢a funkcija i g : [a, b] →
[a, b] konveksna i rastu¢a funkcija, tada je kompozicija g ◦ Φ ◦ g−1 takoe
konveksna funkcija. Naime, kako je g rastu¢a i konveksna funkcija, njena
inverzna funkcija g−1 je takoe rastu¢a ali konkavna funkcija. Funkcija Φ je
konveksna i nerastu¢a, te je Φ◦g−1 takoe konveksna funkcija. Primenjuju¢i
na konveksnu funkciju Φ ◦ g−1 rastu¢u i konveksnu funkciju g dobijamo da
je g ◦ Φ ◦ g−1 konveksna funkcija. Kako f ∈ L1⊕ (m) i g rastu¢a funkcija,
o£igledno je g ◦ f ∈ L1 (g ◦m) .
Primenom klasi£ne Jensenove nejednakosti (2.1) sa ϕ = g ◦ Φ ◦ g−1 i














g ◦ Φ ◦ g−1 ◦ g ◦ f
)














g (Φ ◦ f) d (g ◦m) .










































(Φ ◦ f)  dm,
²to je i trebalo dokazati. 
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Primer 3.1. (i) Neka je g(x) = xα za neko α ∈ [1,∞) , x ∈ [0,∞] .
Odgovaraju¢e pseudo-operacije su x ⊕ y = α
√
xα + yα i x  y = xy.











Φ (f (x))α dx.
(ii) Neka je g(x) = ex, x ∈ [0,∞] . Odgovaraju¢e pseudo-operacije su x⊕















Analogna teorema vaºi za opadaju¢i generator ([68]).
Teorema 3.2. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom i m σ-⊕-mera na A,
takva da je m (X) = 1. Neka je ([a, b],⊕,) poluprsten, [a, b] ⊂ [0,∞] i g :
[a, b] → [a, b] generator pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja  konveksna
i opadaju¢a funkcija. Ako je Φ konkavna i neopadaju¢a funkcija na [a, b] ,









(Φ ◦ f) dm. (3.2)
Dokaz. Ako je Φ : [a, b] → [a, b] konkavna i neopadaju¢a funkcija i g :
[a, b] → [a, b] konveksna i opadaju¢a, tada je kompozicija g ◦Φ ◦ g−1 takoe
konveksna funkcija. Naime, kako je g opadaju¢a i konveksna funkcija, njena
inverzna funkcija g−1 je opadaju¢a ali konkavna funkcija. Funkcija Φ ko-
nkavna i neopadaju¢a funkcija, pa je kompozicija Φ◦g−1 konkavna funkcija.
Primenjuju¢i na konkavnu funkciju Φ ◦ g−1 opadaju¢u i konveksnu funkciju
g dobijamo da je g ◦ Φ ◦ g−1 konveksna funkcija.























(Φ ◦ f) dm.
Kako je funkcija g opadaju¢a, pseudo-sabiranje ⊕ indukuje poredak obrnut
uobi£ajenom i vaºi nejednakost (3.2). 
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Teoreme koje slede predstavljaju posledicu Jensenove nejednakosti za
pseudo-integral.
Teorema 3.3. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom i m σ-⊕-mera na A.
Neka je ([a, b],⊕,) poluprsten, [a, b] ⊂ [0,∞] i g : [a, b] → [a, b] generator
pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja  konveksna i rastu¢a funkcija. Ako














(Φ ◦ f) h dm.
Dokaz. Na osnovu teoreme 3.7 mh (A) =
∫ ⊕
A
h dm, A ∈ A je σ-⊕-mera
na A. Kako je po pretpostavci mh (X) =
∫ ⊕
X
h  dm = 1, mh zadovoljava


















(Φ ◦ f) h dm,
²to je i trebalo dokazati. 
Teorema 3.4. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom i m σ-⊕-mera na A.
Neka je ([a, b],⊕,) poluprsten, [a, b] ⊂ [0,∞] i g : [a, b] → [a, b] generator
pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja  konveksna i opadaju¢a funkcija.
Ako je Φ konkavna i neopadaju¢a funkcija na [a, b] i h : X → [a, b] merljiva
funkcija za koju vaºi
∫ ⊕
X
h  dm = 1, tada za svaku funkciju f ∈ L1⊕ (m) ,









(Φ ◦ f) h dm.
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3.2 Jensenova nejednakost u poluprstenu
([a, b] , sup,)
Posmatramo slu£aj kada je pseudo-sabiranje idempotentna operacija i pseu-
do-mnoºenje dato pomo¢u monotonog generatora g, tj. ⊕ = sup i  =
g−1 (g (x) g (y)) . Rezultati prikazani u ovoj sekciji predstavljaju originalni
deo teze i mogu se na¢i u [68].
Teorema 3.5. Neka je ([0,∞] , sup,) poluprsten i generator g pseudo-
mnoºenja  je konveksna i rastu¢a funkcija. Neka je m sup-mera na
([0, 1] ,B ([0, 1])), gde je B ([0, 1]) Borelova σ-algebra na [0, 1] ,
m (A) = ess sup
µ
(ψ (x) | x ∈ A) ,
gde je µ Lebegova mera na R, ψ : [0, 1] → [0,∞] neprekidna funkcija gustine.
Ako je Φ konveksna i nerastu¢a funkcija na [0,∞] , tada za svaku neprekidnu










Dokaz. Neka je Φ konveksna i nerastu¢a funkcija na [0,∞] . Po teoremi
1.22 postoji familija {mλ} ⊕λ-mera, gde je ⊕λ generisana sa gλ, λ ∈ (0,∞) ,
tako da vaºi∫ sup
[0,1]











gλ (f (x)) dx
)
.



































gλ (f (x)) dx
))
.
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Kako je funkcija g konveksna i rastu¢a, takoe je gλ za λ > 1 konveksna i
rastu¢a funkcija. Dakle, kompozicija gλ ◦ Φ ◦
(
gλ
)−1 je takoe konveksna
































Φ (f (x)) dx.












xλ y = x+ y.
Jensenova nejednakost iz teoreme 3.5 svodi se na
Φ (sup(f(x) + ψ(x))) 6 sup (Φ(f(x)) + ψ(x)) ,
gde je ψ iz teoreme 1.21.
Napomena 3.1. Odgovaraju¢i integrali u odnosu na inf-meru se mogu do-
biti kao granica familija g-integrala [51]. Primenjuju¢i taj rezultat i teoremu
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3.3 Primena Jensenove nejednakosti u pseudo-ve-
rovatno¢i
Jensenova nejednakost ima zna£ajnu primenu u teoriji verovatno¢e i statisti-
ci. Koriste¢i deniciju i osobine pseudo-integrala mogu se dokazati slede¢e
dve teoreme koje su analogne odgovaraju¢im teoremama u klasi£noj teoriji
mere i koje ¢emo koristiti u kasnijem radu.
Teorema 3.6. Neka su (X1,A1) i (X2,A2) prostori sa σ-algebrom, m1 :
A1 → [a, b]+ σ-⊕-mera i f : X1 → X2 merljiva funkcija. Neka je za svako




. Tada je m2 σ-⊕-mera i za svaku merljivu
funkciju g : X2 → [a, b] vaºi:∫ ⊕
X2
g  dm2 =
∫ ⊕
X1
(g ◦ f) dm1.
Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je m2 σ-⊕-mera. Iz f−1 (∅) = ∅ sledi
m2 (∅) = 0. Ako je A∩B = ∅, tada je f−1 (A)∩f−1 (B) = f−1 (A ∩B) = ∅.





−1 (An) i osobine σ-⊕-aditivnosti






























Po deniciji, imamo da je m2 skupovna funkcija iz A2 u [a, b]+ . ime smo
pokazali da je m2 : A2 → [a, b]+ σ-⊕-mera.
Sada ¢emo pokazati drugi deo teoreme. Neka je prvo g jednostavna
funkcija, tj. g =
⊕n
i=1 ai  χAi . Tada je
g (f (x)) =
n⊕
i=1
ai  χAi (f (x)) =
n⊕
i=1
ai  χf−1(Ai) (x) .
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Kako je g merljiva funkcija i (gn)n∈N niz jednostavnih funkcija iz denicije




















v  dm za A ∈ A,







Dokaz. Neka je v jednostavna funkcija, tj. v =
⊕n
i=1 vi  χBi za vi ∈ [a, b]
sa disjunktnim supovima B1, B2, ..., Bn koji su particije od X i Bi ∈ A,
i = 1, ..., n.
Prvo ¢emo pokazati da za svaki niz {Aj}j∈N po parovima disjunktnih



















































Neka je v merljiva funkcija i (vn)n∈N niz jednostavnih funkcija iz deni-
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Sada ¢emo pokazati drugi deo teoreme. Neka je u jednostavna funkcija, tj.
u =
⊕k
i=1 ui  χUi za ui ∈ [a, b] sa disjunktnim supovima U1, U2, ..., Uk koji












































Neka je u merljiva funkcija i (un)n∈N niz jednostavnih funkcija iz denicije
1.14 (ii) takav da d (un (x) , u (x)) → 0 uniformno kad n → ∞. Iz osobina
metrike sledi d ((un  v) (x) , (u v) (x)) → 0 uniformno kad n → ∞. Na
osnovu denicije pseudo-integrala i prethodno dokazanog tvrenja za jedno-
stavnu funkciju imamo:∫ ⊕
X














Neka je ([a, b],⊕,) poluprsten, m σ-⊕-mera na prostoru sa σ-algebrom
([a, b] , σ ([a, b])) .
Ako je φY gustina pseudo-slu£ajne promenljive Y : Ω → [a, b], tada za
svaki skup S ∈ σ ([a, b]) , vaºi:
P ({Y ∈ S}) =
∫ ⊕
S
φY  dm (3.3)
O£igledno je ∫ ⊕
[a,b]
φY  dm = 1.
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Ako pseudo-o£ekivanje pseudo-slu£ajne promenljive Y ima kona£nu vre-
dnost u smislu poluprstena ([a, b],⊕,), tada je Y integrabilna pseudo-slu-
£ajna promenljiva.
Dokaza¢emo teoremu koja je uop²tenje teoreme poznate kao osnovna
teorema o matemati£kom o£ekivanju u klasi£noj teoriji verovatno¢e.
Teorema 3.8. Ako je Y pseudo-slu£ajna promenljiva sa gustinom φY i f :
[a, b] → [a, b] merljiva funkcija, tada je:
E (f (Y )) =
∫ ⊕
[a,b]
f (x) φY  dm.
Dokaz. Ako je m1(A) =
∫ ⊕
A
φY  dm za A ∈ σ ([a, b]) , na osnovu teoreme
3.7 m1 je σ-⊕-mera i vaºi:∫ ⊕
[a,b]




Koriste¢i teoremu 3.6 desna strana prethodne jednakosti je∫ ⊕
[a,b]








za svako A ∈ σ ([a, b]) . Kako vaºi (3.3),
imamo:
































x φZ  dm,
²to je po deniciji E (Z) .

Primenjujemo Jensenovu nejednakost za pseudo-integral u pseudo-verova-
tno¢i.
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Teorema 3.9. Neka je (Ω,A,P ) prostor pseudo-verovatno¢e, Y : Ω →
[a, b] integrabilna pseudo-slu£ajna promenljiva. Neka je ([a, b],⊕,) polu-
prsten, [a, b] ⊂ [0,∞] i g : [a, b] → [a, b] generator pseudo-sabiranja ⊕ i
pseudo-mnoºenja  konveksna i rastu¢a funkcija. Ako je merljiva funkcija
Φ konveksna i nerastu¢a na [a, b], tada vaºi:
Φ (E (Y ))  E (Φ (Y )) . (3.4)
Dokaz. Neka je E (Y ) =
∫ ⊕
[a,b]
x φY  dm. Kako je
∫ ⊕
[a,b]
φY  dm = 1, na









Φ φY  dm,
tj. nejednakost (3.4). 
Kao posledica teoreme 3.4 i 3.8 analogno se moºe dokazati i teorema koja
sledi.
Teorema 3.10. Neka je (Ω,A,P ) prostor pseudo-verovatno¢e, Y : Ω →
[a, b] integrabilna pseudo-slu£ajna promenljiva. Neka je ([a, b],⊕,) polu-
prsten, [a, b] ⊂ [0,∞] , i g : [a, b] → [a, b] generator pseudo-sabiranja ⊕ i
pseudo-mnoºenja  konveksna i opadaju¢a funkcija. Ako je merljiva funkcija
Φ konkavna i neopadaju¢a na [a, b], tada vaºi:
Φ (E (Y ))  E (Φ (Y )) .




U ovoj glavi je dato uop²tenje za pseudo-integral dve nejedankosti poznate
kao nejednakosti ebi²eva, te njihova primena u pseudo-verovatno¢i ²to su
ujedno i originalni rezultati. Prva nejednakost ebi²eva ima veliki zna£aj
u teoriji verovatno¢e, dok se druga odnosi na integrale funkcija koje su iste
monotonosti. Data je takoe posledica druge nejednakosti ebi²eva, tj. ne-
jednakost Stolarskog.
Teorema 4.1. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom i f : X → [a, b]+
merljiva funkcija. Ako je h merljiva i neopadaju¢a funkcija na skupu vredno-
sti funkcije f , sa vrednostima u [a, b]+ , tada za svaku σ-⊕-meru m i za svako
t ∈ [a, b]+ \ {0} vaºi nejednakost
h (t)m ({x ∈ X | f (x)  t}) 
∫ ⊕
X
(h ◦ f) dm. (4.1)
Dokaz. Neka je Ct = {x ∈ X | f (x)  t} i t ∈ [a, b]+ \ {0} , tada za svako
x ∈ X vaºi
h (t) χCt (x)  h (f (x)) χCt (x)  h (f (x)) , (4.2)
gde je χCt pseudo-karakteristi£na funkcija. Iz nejednakosti (4.2) i osobina
pseudo-integrala sledi
h (t)m (Ct) = h (t)
∫ ⊕
X
χCt  dm 
∫ ⊕
X
(h ◦ f) dm.

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Specijalan slu£aj nejednakosti ebi²eva je nejednakost Markova, naime
cm (f  c) 
∫ ⊕
X
f  dm, (4.3)
za svako c ∈ [a, b]+ \ {0} i f : X → [a, b]+ .
Ako je  kancelativno na (a, b) (videti slu£ajeve I(a) i II sa g rastu¢im),
tada se (4.3) moºe uop²titi u
c
(p)






gde je p proizvoljna pozitivna konstanta.
4.1 Primena nejednakosti ebi²eva u pseudo-vero-
vatno¢i
Neka je [a, b] podinterval intervala [−∞,+∞], ([a, b],⊕,) poluprsten i m
σ-⊕-mera denisana na prostoru sa σ-algebrom ([a, b] , σ ([a, b])).
Teorema 4.2. Neka je (Ω,A,P ) prostor pseudo-verovatno¢e, Y : Ω →
[a, b] integrabilna pseudo-slu£ajna promenljiva i f : [a, b] → [a, b]+ merljiva
funkcija. Tada za svako t ∈ [a, b]+ \ {0} vaºi nejednakost
t P ({x ∈ Ω | f (x)  t})  E (f (Y )) .
Dokaz. Ako je mY (A) =
⊕∫
A
φY  dm za A ∈ σ ([a, b]) , gde je m σ-⊕-mera
na ([a, b] , σ ([a, b])), na osnovu teoreme 3.7 mY je σ-⊕-mera i vaºi:∫ ⊕
[a,b]
f  φY  dm =
∫ ⊕
[a,b]
f  dmY .
Koriste¢i prethodnu jednakost, teoreme 3.8 i 4.1, dobijamo:
E (f (Y )) =
∫ ⊕
[a,b]
f  dmY  tmY ({x ∈ Ω | f (x)  t}) .
Zbog jednakosti (3.3) imamo
tmY ({f  t}) = t P (Y ∈ {f  t}) = t P ({f (Y )  t}) ,
tj.
t P ({x ∈ Ω | f (x)  t})  E (f (Y )) .

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4.2 Nejednakost ebi²eva za monotone funkcije
U ovoj sekciji ¢e biti dato uop²tenje nejednakosti ebi²eva za monotone
funkcije. Posmatra¢emo dva slu£aja realnih poluprstena. U prvom slu£aju
pseudo-operacije su denisane pomo¢u monotonog i neprekidnog generatora
g, a u drugom slu£aju pseudo-sabiranje je idempotentna operacija dok je
pseudo-mnoºenje denisano pomo¢u generatora g. Specijalan slu£aj, kad je
X = [0, 1] , A = B (X) i m = g−1 ◦ λ, λ Lebegova mera na [0, 1] , teoreme
koja sledi dat je u [3, 67].
Neka je u teoremama koje slede (X,A) prostor sa σ-algebrom, m σ-⊕-
mera na A = B (X) , X = [c, d] i ([a, b] ,⊕,) poluprsten.
Teorema 4.3. Neka su f1, f2 : [c, d] → [a, b] merljive funkcije. Ako je ge-
nerator g pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja  rastu¢a funkcija i f1, f2


















Dokaz. Ako su f1 i f2 monotono rastu¢e ili monotono opadaju¢e i g rastu¢a
funkcija, tada su kompozicije g ◦ f1 i g ◦ f2 takoe monotono rastu¢e ili
monotono opadaju¢e funkcije i nenegativne.
Ako primenimo klasi£nu nejednakost ebi²eva (2.2), dobijamo:∫
[c,d]
(g ◦ f1) d (g ◦m) ·
∫
[c,d]







(g ◦ f1) (g ◦ f2) d (g ◦m) .




(g ◦ f1) d (g ◦m) ·
∫
[c,d]





d (g ◦m) ·
∫
[c,d]
(g ◦ f1) (g ◦ f2) d (g ◦m)
)
,


























































(f1  f2) dm.

Primer 4.1. (i) Neka g(x) = xα za neko α ∈ [1,∞) . Odgovaraju¢e
pseudo-operacije su x ⊕ y = α
√
xα + yα i x  y = xy. Tada se (4.4)











(ii) Neka g(x) = ex. Odgovaraju¢e pseudo-operacije su x⊕y = ln (ex + ey)













Analogno prethodnoj teoremi moºe se pokazati slede¢a teorema.
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Teorema 4.4. Neka su f1, f2 : [c, d] → [a, b] merljive funkcije. Ako je
generator g pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja  opadaju¢a funkcija i













(f1  f2) dm
)
.
Dokaz. Ako su f1 i f2 monotono rastu¢e ili monotono opadaju¢e i g je
opadaju¢a funkcija, tada su kompozicije g ◦ f1 i g ◦ f2 monotono rastu¢e ili
monotono opadaju¢e funkcije i nenegativne.
Ako primenimo nejednakost ebi²eva (2.2), dobijamo:∫
[c,d]
(g ◦ f1) d (g ◦m) ·
∫
[c,d]







(g ◦ f1) (g ◦ f2) d (g ◦m) .




(g ◦ f1) d (g ◦m) ·
∫
[c,d]








(g ◦ f1) (g ◦ f2) d (g ◦m)
)
.























(f1  f2) dm.

U teoremi koja sledi posmatra¢emo slu£aj kada je pseudo-sabiranje ide-
mpotentna operacija i pseudo-mnoºenje dato pomo¢u monotonog generatora
g, tj. ⊕ = sup i  = g−1 (g (x) g (y)) .
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Teorema 4.5. Neka je ([0,∞] , sup,) poluprsten za koji je pseudo-mnoºe-
nje  generisano rastu¢im generatorom g. Neka je m sup-mera na
([c, d] ,B ([c, d])), gde je B ([c, d]) Borelova σ-algebra na [c, d] ,
m (A) = ess sup
µ
(ψ (x) | x ∈ A) ,
gde je µ Lebegova mera na R i ψ : [c, d] → [0,∞] neprekidna funkcija gusti-
ne. Tada za neprekidne funkcije f1, f2 : [c, d] → [0,∞], koje su obe rastu¢e











(f1  f2) dm.
Dokaz. Na osnovu teoreme 1.22 postoji familija {mλ} ⊕λ-mera, gde je ⊕λ
generisana sa gλ, λ ∈ (0,∞), tako da vaºi∫ sup
[c,d]











gλ (fi (x)) dx
)
,
za i = 1, 2.





























































(f1  f2) dm,













(f1  f2) dm.












xλ y = x+ y.
Nejednakost ebi²eva iz teoreme 4.5 svodi se na
sup(f1(x) + ψ(x)) + sup(f2(x) + ψ(x)) 6 sup (f1(x) + f2 (x) + ψ(x)) ,
gde je ψ iz teoreme 1.21.
4.3 Primena nejednakosti ebi²eva za monotone
funkcije u pseudo-verovatno¢i
U ovoj sekciji data je nejednakost vezana za pseudo-o£ekivanjanja pseudo-
slu£ajnih promenljivih koja je analogna nejednakosti (2.3) vezanoj za mate-
mati£ka o£ekivanja slu£ajnih promenljivih u klasi£noj teoriji verovatno¢e.
Neka je [a, b] podinterval intervala [−∞,+∞], ([a, b] ,⊕,) poluprsten i
m σ-⊕-mera denisana u prostoru sa σ-algebrom ([a, b] , σ ([a, b])) .
Teorema 4.6. Neka je (Ω,A,P ) prostor pseudo-verovatno¢e, Y : Ω → [a, b]
integrabilna pseudo-slu£ajna promenljiva i f1, f2 : [a, b] → [a, b] merljive
funkcije. Ako je generator g pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja  rastu-
¢a funkcija i f1, f2 su obe rastu¢e ili obe opadaju¢e, tada vaºi:
E (f1 (Y ))E (f2 (Y ))  E (f1 (Y ) f2 (Y )) .
Dokaz. Neka je E (Y ) =
∫ ⊕
[a,b]




za A ∈ σ ([a, b]) , na osnovu teorema 3.7 i 3.8 vaºi:
E (fi (Y )) =
∫ ⊕
[a,b]
fi  φY  dm =
∫ ⊕
[a,b]
fi  dmY , (4.5)
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za i = 1, 2. Takoe, na osnovu teoreme 3.8 vaºi:
E (f1 (Y ) f2 (Y )) =
∫ ⊕
[a,b]
(f1  f2) φY  dm =
∫ ⊕
[a,b]











(1 φY ) dm = 1. (4.7)
Zbog prethodne jednakosti nejednakost (4.4) u ovom slu£aju se svodi na∫ ⊕
[a,b]
f1  dmY 
∫ ⊕
[a,b]
f2  dmY 
∫ ⊕
[a,b]
(f1  f2) dmY .
Na osnovu (4.5) i (4.6) prethodna nejednakost je
E (f1 (Y ))E (f2 (Y ))  E (f1 (Y ) f2 (Y )) .

Analogno se dokazuje slede¢a teorema.
Teorema 4.7. Neka je (Ω,A,P ) prostor pseudo-verovatno¢e, Y : Ω → [a, b]
integrabilna pseudo-slu£ajna promenljiva i f1, f2 : [a, b] → [a, b] merljive
funkcije. Ako je generator g pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja  opada-
ju¢a funkcija i f1, f2 su obe rastu¢e ili obe opadaju¢e, tada vaºi:
E (f1 (Y ))E (f2 (Y ))  E (f1 (Y ) f2 (Y )) .
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4.4 Nejednakost Stolarskog za pseudo-integral
Nejednakost ebi²eva za pseudo-integral se moºe primeniti prilikom poka-
zivanja uop²tenja nejednakosti Stolarskog. Posmatra¢emo dva slu£aja rea-
lnih poluprstena. U prvom slu£aju pseudo-operacije su denisane pomo¢u
monotonog i neprekidnog generatora g, a u drugom slu£aju pseudo-sabiranje
je idempotentna operacija dok je pseudo-mnoºenje denisano pomo¢u gene-
ratora g.
Posmatrajmo prvo slu£aj poluprstena kad su pseudo-operacije denisane
pomo¢u monotonog i neprekidnog generatora g.
Teorema 4.8. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom, ([a, b],⊕,) polu-
prsten gde je g : [a, b] → [0,∞] generator pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-
mnoºenja  je rastu¢a funkcija. Ako je f : [0, 1] → [0,1] merljiva, rastu¢a




































c+d . S obzirom da je f
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Primer 4.3. (i) Neka je g(x) = xα za neko α ∈ [1,∞) . Odgovaraju¢e
pseudo-operacije su x ⊕ y = α
√
xα + yα i x  y = xy. Tada se (4.8)





























(ii) Ako je g(x) = ex, tada su odgovaraju¢e pseudo-operacije x ⊕ y =


































Analogno se moºe pokazati uop²tenje nejednakosti Stolarskog za slu£aj
kad je x⊕ y = sup (x, y) i x y = g−1(g(x)g(y)).
Teorema 4.9. Neka je ([0,∞] , sup,) poluprsten za koji je pseudo-mnoºe-
nje  generisano rastu¢im generatorom g. Neka je m sup-mera na
([0, 1] ,B ([0, 1])), gde je B ([0, 1]) Borelova σ-algebra na [0, 1] ,
m (A) = ess sup
µ
(ψ (x) | x ∈ A) ,
gde je µ Lebegova mera na R i ψ : [0, 1] → [0,∞] neprekidna funkcija gustine










































xλ y = x+ y.







































Neke od nejednakosti za Lebegov integral koje se mogu uop²titi za ne-
linearne integrale, uklju£uju¢i pseudo-integrale, su nejednakosti Holdera i
Minkovskog. U ovoj glavi dati su originalni rezultati iz [5]. U sekcijama 5.1
i 5.2 prvo su pokazane nejednakosti Holdera i Minkovskog u slu£aju kad su
pseudo-operacije denisane pomo¢u monotonog i neprekidnog generatora
g, zatim kad je pseudo-sabiranje idempotentna operacija dok je pseudo-
mnoºenje denisano pomo¢u generatora g i m kompletna sup-mera i na
kraju za op²ti slu£aj, tj. kada je m proizvoljna σ-sup-mera. Takoe su
navedene odgovaraju¢e nejednakosti u slu£aju kada su obe pseudo-operacije
idempotentne ([5]).
5.1 Holderova nejednakost za pseudo-integral
Teorema koja sledi je uop²tenje Holderove nejednakosti za pseudo-integral u
slu£aju kad su pseudo-operacije denisane pomo¢u monotonog i neprekidnog
generatora g.
Teorema 5.1. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom. Ako su p i q konjugo-
vani eksponenti, 1 < p < ∞, u, v : X → [a, b] merljive funkcije i generator
g : [a, b] → [0,∞] pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja  rastu¢a funkcija,
tada za svaku σ-⊕-meru m vaºi:
∫ ⊕
X
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Dokaz. Primenom klasi£ne Holderove nejednakosti (2.4) dobijamo
∫
X
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²to je i trebalo pokazati. 
Primer 5.1. (i) Neka je [a, b] = [0,∞] i g(x) = xα za neko α ∈ [1,∞) .
Odgovaraju¢e pseduo-operacije su x ⊕ y = α
√
xα + yα i x  y = xy.




u(x)αv (x)α dx 6 pα
√∫
[c,d]




(ii) Neka je [a, b] = [−∞,∞] i g(x) = ex. Odgovaraju¢e pseduo-operacije
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Teorema 5.2. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom. Ako su p i q konju-
govani eksponenti, 1 < p < ∞ u, v : X → [a, b] merljive funkcije i genera-
tor g : [a, b] → [0,∞] pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja  opadaju¢a
funkcija, tada za svaku σ-⊕-meru m vaºi:
∫ ⊕
X


































































Posmatramo slu£aj kad je x⊕ y = sup (x, y) i x y = g−1(g(x)g(y)).
Teorema 5.3. Neka je pseudo-mnoºenje  generisano rastu¢im genera-
torom g i m kompletna sup-mera, p i q konjugovani eksponeneti, 1 < p <∞.
Tada za svake dve merljive funkcije u, v : X → [a, b] vaºi:
∫ sup
X





















Dokaz. Po deniciji pseudo-integrala imamo∫ sup
X
(u v) dm = sup
x∈X





(g (u (x)) g (v (x)) g (ψ (x)))
)
,
gde je ψ : X → [a, b] funkcija gustine pomo¢u koje je denisana sup-mera

























































































g (u (x)) g
1














²to je i trebalo pokazati.

Napomena 5.1. U slu£aju III(a), tj. ako je ⊕ = sup i  = inf, za svako
x ∈ [a, b] i p > 0, x(p) = x. Holderova nejednakost se u ovom slu£aju svodi
na nejednakost:∫ sup
X
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sup
x∈X





(inf (u (y) , ψ (y))) , sup
z∈X
(inf (v (z) , ψ (z)))
)
,
²to trivijalno vaºi zbog distributivnosti sup i inf.
Za op²ti slu£aj poluprstena I(a) i III(a), tj. kada je m proizvoljna σ-sup-
mera, pretpostavimo da su u i v jednostavne funkcije na (X,A) sa vred-




ui  χEi , v = sup
i∈{1,2,...,n}
vi  χEi .




sa Y = {y1, ..., yn} ,











uY  dmY ,
gde je uY (yi) = ui, i = 1, ..., n. Analogno se moºe denisati vY i∫ sup
X
v  dm =
∫ sup
Y
vY  dmY .
Sada ¢emo dokazati Holderov tip nejednakosti za op²tu σ-sup-meru ²to je
posledica teoreme 5.3.
Posledica 5.4. Neka je  generisano rastu¢im generatorom g i m je σ-
sup-mera. Neka su p i q konjugovani eksponenti i 1 < p < ∞. Tada za sve
merljive funkcije u, v : X → [a, b] vaºi:∫ sup
X





















Dokaz. Posmatramo nizove elementarnih funkcija (en)n∈N i (fn)n∈N iz
denicije 1.14 (ii) takve da d (en (x) , u (x)) → 0 i d (fn (x) , v (x)) → 0 uni-
formno kad n→∞. Tada


















→ 0 uniformno kad n → ∞. Na osnovu teoreme
5.3 nejednakost (5.2) vaºi za svaki par (en, fn) , te na osnovu denicije 1.14
(ii), nejednakost (5.2) vaºi za par (u, v) .

Primer 5.2. Neka je [a, b] = [−∞,∞] i g generator  je dat sa g(x) = ex.
Tada je x y = x+ y i Holderov tip nejednakosti iz teoreme 5.3 svodi se na
sup
x∈X








(q · v(x) + ψ(x))
gde u, v, ψ su proizvoljne realne funkcije na X.
5.2 Nejednakost Minkovskog za pseudo-integral
U narednoj teoremi dato je uop²tenje nejednakosti Minkovskog za pseudo-
integral u slu£aju kad su pseudo-operacije denisane pomo¢u rastu¢eg gene-
ratora g.
Teorema 5.5. Neka su u, v : X → [a, b] merljive funkcije i p ∈ [1,∞) .
Ako je generator g : [a, b] → [0,∞] pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-mnoºenja
 rastu¢a funkcija, tada za σ-⊕-meru m vaºi:
(∫ ⊕
X



























Dokaz. Primenjuju¢i klasi£nu nejednakost Minkovskog (2.5) na kompozicije
g ◦ u i g ◦ v dobijamo
(∫
X
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£ime je tvrenje dokazano. 
Takoe u slu£aju kad je idempotentno pseudo-sabiranje ⊕ = sup ne-
jednakost Minkovskog vaºi. Ako je  = inf, tada je odgovaraju¢a nejedna-
kost (tada je x(p) = x za svako x ∈ [a, b] , p > 0)∫ ⊕
X

















(inf (u (y) , ψ (y))) , sup
z∈X
(inf (v (z) , ψ (z)))
)
,
²to vaºi zbog distributivnosti sup i inf .
Sada posmatramo nejednakost Minkovskog za slu£aj kad je x ⊕ y =
sup (x, y) i x y = g−1(g(x)g(y)).
Teorema 5.6. Neka je  generisano rastu¢im generatorom g, m je ko-
mpletna sup-mera i p ∈ (0,∞) . Tada za funkcije u, v : X → [a, b] vaºi:
(∫ sup
X






























































































































5.3 Primena nejednakosti Holdera i Minkovskog u
teoriji odlu£ivanja
Zamena klasi£ne strukture relnih brojeva (R,+, ·) sa idempotentnim polu-
prstenom (P,⊕,) dovodi do pojma idempotentne mere koja je prvi put
uvedena u [42] gde su takoe uvedeni i idempotentni integrali. Ako se po-
smatra poluprsten ((−∞,∞] ,min,+), mera ili teorija verovatno¢e moºe biti
zamenjena optimizacijom. Verovatno¢i odgovara mera tro²kova, slu£ajnoj
promenljivi odgovara promenljiva odlu£ivanja itd. Analogija optimizacije
i teorije mere prvo je prou£avana u [42], dok je korespondencija izmeu
pojmova iz teorije verovato¢e i optimizacije kasnije prou£avana od strane
vi²e autora u [10, 11, 12, 13, 25, 26, 45]. Zakon velikih brojeva i centralna
grani£na teorema za nezavisne promenljive odlu£ivanja dokazani su u [76].
5.3.1 Mera tro²kova i promenljive odlu£ivanja
Neka je Rmin idempotentni poluprsten ((−∞,∞] ,min,+) i posmatramo
metriku d (x, y) = |e−x − e−y| . Sledi pregled denicija i rezultata iz [13, 63].
Denicija 5.1. Neka je (U,U) topolo²ki prostor. Preslikavanje K iz U u
Rmin je mera tro²kova ako vaºi
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i) K (∅) = ∞,
ii) K (U) = 0,
iii) K (
⋃
nAn) = infnK (An) za sve An iz U .
Trojka (U,U ,K) se naziva prostor odlu£ivanja.
Funkcija c : U → Rmin takva da za svako A ∈ U vaºi K (A) = infu∈A c (u)
naziva se gustina tro²kova mere tro²kova K.
Skup Dc = {u ∈ U | c (u) 6= ∞} je domen gustine tro²kova c.
Od dole poluneprekidna realna funkcija c takva da je infu c (u) = 0
deni²e meru tro²kova na (U,U) na slede¢i na£in K (A) = infu∈A c (u) ([11]).
Takoe postoji minimalno pro²irenje K∗ mere tro²kova K na partitivnom
skupu skupa U ([38, 43]).
Analogno slu£ajnim promenljivima deni²u se promenljive odlu£ivanja.
• Promenljiva odlu£ivanja X na (U,U ,K) je preslikavanje iz U u E
(topolo²ki prostor sa prebrojivom bazom). Ona indukuje meru tro²kova
KX na (E,B) , gde je B skup otvorenih podskupova od E, denisanu
sa




za sve A ∈ B. Mera tro²kova KX ima od dole poluneprekidnu funkciju
gustine cX . Kada je E = R promenljiva odlu£ivanja X naziva se re-
alna promenljiva odlu£ivanja. Ako je E = Rmin, tada se X naziva
promenljiva tro²kova.
• Dve promenljive odlu£ivanja su nezavisne ako vaºi:
cX,Y (x, y) = cX (x) + cY (y) .
• Uslovni vi²ak tro²kova od X znaju¢i Y je denisan sa:
cX|Y (x, y) = K∗ (X = x | Y = y) = cX,Y (x, y)− cY (y) .
• Optimum promenljive odlu£ivanja je
O (X) = arg min
x∈E
conv (cX) (x)
kad minimum postoji. Sa conv ozna£ena je od dole poluneprekidna
konveksna obvojnica i arg min je ta£ka u kojoj se dostiºe minimum.
Ako je O (X) = 0, kaºemo da je promenljiva odlu£ivanja X centrirana.
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• Ako je optimum promenljive odlu£ivanja X jedinstven, i kada je blizu
optimuma, imamo:
conv (cX (x)) =
1
p
∥∥σ−1 (x−O (X))∥∥p + o (‖x−O (X)‖p) ,
deni²emo senzitivnost (osetljivost) reda p od K sa Sp (X) = σ, gde je
o uobi£ajena oznaka za asimptotsko pona²anje u matemati£koj analizi.
Kada promenljiva odlu£ivanja ispunjava uslov Sp (X) = I (jedini£na
matrica), kaºemo da je X reda p i da je normalizovana (videti [13, 63]).
• Srednji broj (sredina) promenljive odlu£ivanja X je
V (X) = inf
x
(x+ cX (x)) ,
dok je uslovni srednji broj denisan sa
V (X | Y = y) = inf
x
(
x+ cX|Y (x, y)
)
.
Napomena 5.2. Kako je poluprsten ((−∞,∞] ,min,+) specijalan slu£aj
poluprstena I b) iz sekcije 1.3.1 gde je 0 = ∞ i 1 = 0, to je K∗ σ-⊕-
mera, odnosno pseudo-verovatno¢a denisana u sekciji 1.3.4. Srednji broj
promenljive odlu£ivanja X je pseudo-integral u odnosu na KX , odnosno
pseudo-o£ekivanje.
Moºe se uvesti prostor promenljivih odlu£ivanja analogno standardnom
Lp prostoru, [13].
Teorema 5.7. Za p > 0 sa
|X|p = inf
{






‖X‖p = |X|p + |O (X)|
denisane su respektivno seminorma i norma na vektorskom prostoru Lp
realnih promenljivih odlu£ivanja koje imaju jedinstven optimum i takvih da
je ‖X‖p kona£no.
Vaºi slede¢a teorema, videti [13].
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Teorema 5.8. Za dve nezavisne realne promenljive odlu£ivanja X, Y i k ∈ R
vaºi (ako leve i desne strane postoje):
O (X + Y ) = O (X) +O (Y ) ,
O (kX) = kO (X) ,
Sp (kX) = |k|Sp (X) ,




+ [Sp (Y )]p
′
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|X + Y |p ≤ max
(
|X|p , |Y |p
)
za p ≤ 1.
Slede¢a nejednakost je nejednakost ebi²eva za promenljivu odlu£ivanja
[13].
Teorema 5.9. Za promenljivu odlu£ivanja iz prostora Lp vaºi:

















5.3.2 Nejednakosti Holdera i Minkovskog u teoriji odlu£i-
vanja
U ovoj sekciji date su nejednakosti vezane za srednji broj promenljive odlu£i-
vanja koje su analogne nejednakostima (2.6), (2.7) vezanih za matemati£ka
o£ekivanja slu£ajnih promenljivih u klasi£noj teoriji verovatno¢e.
Srednji broj promenljive odlu£ivanja, denisan u sekciji 5.3.1, je pseudo-





Dakle, primenjuju¢i notaciju iz ove glave nejednakosti Holdera i Minkovskog
dokazane u sekcijama 5.1, 5.2 imaju slede¢i oblik, tj. vaºi slede¢a teorema.
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Teorema 5.10. Neka je (U,U ,K) prostor odlu£ivanja. Ako su X i Y
promenljive tro²kova, tada vaºe respektivno nejednakost Holdera i Minko-
vskog, tj. vaºe slede¢e nejednakosti:





V (qY ) ,
gde su p i q konjugovani eksponenti, 1 < p <∞ i
1
p










gde p ∈ (0,∞) .
U [25] polaze¢i od poluprstena ([−∞,∞) , sup,+) dokazane su odgo-
varaju¢e nejednakosti za idempotentni integral uveden u [42] koje takoe
imaju primenu u teoriji odlu£ivanja. Naime, vaºe nejednakosti Holdera i
Minkovskog u obliku





E (qY ) ,
gde su p i q konjugovani eksponenti, 0 < p ≤ q <∞ i
1
p














U teoriji mere prilikom uvoenja i pokazivanja osobina klasi£nog Lp pro-
stora veoma vaºnu ulogu imaju klasi£ne nejednakosti za Lebegov integral.
Integralne nejednakosti za pseudo-integral se sli£no mogu primeniti prilikom
uop²tavanja klasi£nog Lp prostora.
Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom, m σ-⊕-mera i ([a, b] ,⊕,) polu-
prsten na intervalu [a, b] ⊂ [−∞,+∞] .
Denicija 6.1. Neka je A neprazan skup. Funkcija d⊕ : A × A → [a, b]+
takva da
(UM1) za sve x, y ∈ A vaºi d⊕ (x, y) = 0 akko x = y,
(UM2) za sve x, y ∈ A vaºi d⊕ (x, y) = d⊕ (y, x) ,
(UM3) postoji c ∈ [a, b]+ takvo da za sve x, y, z ∈ A vaºi
d⊕ (x, y)  c (d⊕ (x, z)⊕ d⊕ (z, y))
je uop²tena metrika na A.
Primer 6.1. Neka je ([a, b] ,⊕,) poluprsten sa pseudo-operacijama koje
su denisane pomo¢u rastu¢eg i neprekidnog generatora g. Ako je funkcija
d⊕ : [a, b]× [a, b] → [a, b] denisana sa
d⊕ (x, y) = g−1 (|g (x)− g (y)|) , (6.1)
tada je d⊕ uop²tena metrika na [a, b] i c = 1.
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Primer 6.2. U poluprstenu ([a, b] ,⊕,) gde je x⊕ y = sup (x, y) , x y =
g−1(g(x)g(y)) i g rastu¢a i neprekidna funkcija, funkcija d⊕ : [a, b]× [a, b] →
[a, b] denisana takoe sa (6.1) je uop²tena metrika na [a, b] i c = g−1 (2).
Kako prve dve osobine slede direktno iz denicije funkcije d⊕, pokaza¢emo
samo tre¢u osobinu.
d⊕ (x, y) = g−1 (|g (x)− g (y)|)
≤ g−1 (|g (x)− g (z)|+ |g (z)− g (y)|)







g−1 (|g (x)− g (z)|) , g−1 (|g (z)− g (y)|)
)))
= g−1 (2) (d⊕ (x, z)⊕ d⊕ (z, y)) .

Primer 6.3. U [25] posmatran je poluprsten ([−∞,∞) ,⊕,) gde je x⊕y =
sup (x, y) i x  y = x + y. Uop²tena metrika je denisana sa d⊕ (x, y) =
log |ex − ey| . Uslov (UM3) je ispunjen za c = log 2.
Za 0 < p <∞ i u, v : X → [a, b] merljive funkcije posmatramo











Ako je p = ∞, tada je
D∞⊕ (u, v) = inf {α ∈ [a, b] | m ({x ∈ X | d⊕ (u (x) , v (x)) ≥ α}) = 0} .
Denicija 6.2. Neka za funkciju f : X → [a, b] izrazDp⊕ (f,0) ima kona£nu
vrednost u smislu poluprstena ([a, b] ,⊕,) , tj. ako ⊕ indukuje uobi£ajeni
poredak, Dp⊕ (f,0) ≺ b, a ako ⊕ indukuje poredak obrnut uobi£ajenom,
zna£i da jeDp⊕ (f,0) ≺ a. Skup svih takvih funkcija obeleºavamo sa Lp⊕, dok
skup funkcija za koje D∞⊕ (f,0) ima kona£nu vrednost u smislu poluprstena
([a, b] ,⊕,) obeleºi¢emo sa L∞⊕ .
Neka je u nastavku rada ([a, b] ,⊕,) poluprsten sa pseudo-operacijama
koje su denisane pomo¢u rastu¢eg i neprekidnog generatora g ili poluprsten
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kod koga je x ⊕ y = sup (x, y) i x  y = g−1(g(x)g(y)) gde je g rastu¢a i













D∞⊕ (f,0) = inf {α ∈ [a, b] | m ({x ∈ X | f (x) ≥ α}) = 0} .
Za dve merljive funkcije u i v kaºemo da su jednake skoro svuda u odnosu
na σ-⊕-meru m na X, u oznaci u = v m-a.e., ako vaºi
m ({x | u (x) 6= v (x)}) = 0.
FunkcijaDp⊕ ne zadovoljava prvu osobinu iz denicije 6.1. Naime, iz oso-
bina pseudo-integrala imamo da ako u = v m-a.e., tada je Dp⊕ (u, v) = 0.
Sli£no kao u klasi£noj teoriji mere, posmatra¢emo klase ekvivalencije u ko-
jima se nalaze sve funkcije iz Lp⊕ koje su jednake skoro svuda u odnosu na σ-
⊕-meru m na skupu X. Skup £iji su elementi klase ekvivalencije obeleºi¢emo
sa Lp⊕. Ako su U i V dve klase ekvivalencije iz L
p
⊕, tada je
Dp⊕ (U, V ) = Dp⊕ (u, v) ,
gde u ∈ U i v ∈ V. U daljem tekstu ¢emo govoriti o elementima Lp⊕ kao o
funkcijama koje predstavljaju klasu ekvivalencije.
Napomena 6.1. U [25] polaze¢i od poluprstena ([−∞,∞) , sup,+) , uop²te-
ne metrike iz primera 6.3 i idempotentnog integrala uvedenog u [42] analogno
se uvodi odgovaraju¢e uop²tenje klasi£nog Lp prostora.
Teorema 6.1. Ako je ([a, b] ,⊕,) poluprsten sa pseudo-operacijama koje
su denisane pomo¢u rastu¢eg i neprekidnog generatora g (respektivno polu-
prsten kod koga je x⊕ y = sup (x, y) i x y = g−1(g(x)g(y))) i 1 ≤ p ≤ ∞
(respektivno 0 < p ≤ ∞), tada je Dp⊕ uop²tena metrika na Lp⊕.
Dokaz. Osobine (UM1) i (UM2) iz denicije 6.1 o£igledno vaºe.
Kao posledicu aditivnosti pseudo-integrala za p = 1 imamo slede¢u ne-
jednakost:
Dp⊕ (u, v) ≤ c (Dp⊕ (u,w)⊕Dp⊕ (w, v)) , (6.2)
odnosno Dp⊕ zadovoljava osobinu (UM3) iz denicije 6.1.
Ako posmatramo poluprsten sa pseudo-operacijama koje su denisane po-
mo¢u rastu¢eg i neprekidnog generatora g prethodna nejednakost vaºi i kad
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je 1 < p <∞ ²to je posledica nejednakosti Minkovskog (5.3), dok u slu£aju
poluprstena kod koga je x⊕ y = sup (x, y) i x y = g−1(g(x)g(y)) ta neje-
dnakost je ispunjena za 0 < p <∞ ²to je posledica nejednakosti (5.4).
Pokaza¢emo da nejednakost (6.2) vaºi i za D∞⊕.
Neka je
S (u, v) = {α ∈ [a, b] | m ({x ∈ X | d⊕ (u (x) , v (x)) ≥ α}) = 0} .
Ako pretpostavimo da α1 ∈ S (u,w) i α2 ∈ S (w, v) , tada c  (α1 ⊕ α2) ∈
S (u, v) . Vaºi:
D∞⊕ (u, v) = inf {α ∈ [a, b] | α ∈ S (u, v)}
≤ inf {c (α1 ⊕ α2) | α1 ∈ S (u,w) , α2 ∈ S (w, v)}
≤ c (D∞⊕ (u,w)⊕D∞⊕ (w, v)) .




Teorema koja sledi je posledica nejednakosti Minkovskog za pseudo-
integral (5.3).
Teorema 6.2. Neka je m σ-⊕-mera. Ako u ∈ Lp⊕ i v ∈ L
p
⊕, λ ∈ [a, b) ,
1 ≤ p < ∞ i generator g : [a, b] → [0,∞] pseudo-sabiranja ⊕ i pseudo-
mnoºenja  je rastu¢a funkcija, tada u⊕ v ∈ Lp⊕ i λ u ∈ L
p
⊕.
Dokaz. Neka p ∈ [1,∞) . Kako u ∈ Lp⊕ i v ∈ L
p




















Primenom nejednakosti Minkovskog, teoreme 5.5, dobijamo[∫ ⊕
X





≺ b⊕ b  b,
odnosno u⊕ v ∈ Lp⊕.
Ako u ∈ Lp⊕ i λ ∈ [a, b) , zbog osobina pseudo-integrala i pseudo-stepena
vaºi: [∫ ⊕
X















≺ b b  b,
tj. λ u ∈ Lp⊕. 
Analogno se moºe pokazati slede¢a teorema, ²to je posledica teoreme 5.6.
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Teorema 6.3. Neka je  generisano rastu¢im generatorom g, m je σ-sup-
mera i p ∈ (0,∞) . Ako u, v ∈ Lp⊕ i λ ∈ [a, b) , tada u⊕v ∈ L
p
⊕ i λu ∈ L
p
⊕.
Slede posledice Holderove nejednakosti za pseudo-integral.
Teorema 6.4. Neka je m σ-⊕-mera i p i q konjugovani eksponenti, 1 < p <
∞. Ako u ∈ Lp⊕ i v ∈ L
q
⊕, i generator g : [a, b] → [0,∞] pseudo-sabiranja ⊕
i pseudo-mnoºenja  je rastu¢a funkcija, tada u v ∈ L1⊕.























Primenom Holderove nejednakosti, teoreme 5.1, dobijamo
∫ ⊕
X
(u v)  dm ≺ b b  b,
odnosno u v ∈ L1⊕. 
Analogno se moºe pokazati da vaºe slede¢e teoreme.
Teorema 6.5. Neka je m σ-⊕-mera i p i q konjugovani eksponenti, 1 < p <
∞. Ako u ∈ Lp⊕ i v ∈ L
q
⊕, i generator g : [a, b] → [0,∞] pseudo-sabiranja ⊕
i pseudo-mnoºenja  je opadaju¢a funkcija, tada u v ∈ L1⊕.
Teorema 6.6. Neka je  generisano rastu¢im generatorom g, m je σ-sup-
mera i p i q konjugovani eksponenti, 1 < p <∞. Ako u ∈ Lp⊕ i v ∈ L
q
⊕, tada
u v ∈ L1⊕.
Sledi uop²tenje odgovaraju¢e teoreme iz klasi£ne teorije mere koja je
takoe posledica Holderove nejednakosti za pseudo-integral.
Teorema 6.7. Ako je m (X) < b i 0 < s < p ≤ ∞, tada vaºi Lp⊕ ⊂ Ls⊕.
Dokaz. Neka je m (X) < b, 0 < s < p < ∞ i f ∈ Lp⊕. Uvr²tavaju¢i
u = f (s) i v = 1 u Holderovu nejednakost (5.1) ili (5.2) u zavisnosti od tipa















































































< b, odnosno f ∈ Lp⊕.
Neka je 0 < s < p, p = ∞ i f ∈ L∞⊕ . Tvrenje sledi iz nejednakosti
f (x) ≤ D∞⊕ (f,0)
za m skoro svako x. 
6.1 Vrste konvergencija
Integralne nejednakosti imaju primenu u dokazivanju teorema konvergencije.
U ovoj sekciji bi¢e uvedeno nekoliko vrsta konvergencija za pseudo-integral.
Denicija 6.3. Neka je (X,A) prostor sa σ-algebrom, m σ-⊕-mera, {fn}
niz funkcija iz Lp⊕, fn : X → [a, b] i f : X → [a, b] funkcija iz L
p
⊕.
i) Niz {fn} konvergira u srednjem redu p (p > 0) ka funkciji f ako
lim
n→∞
Dp⊕ (fn, f) = 0.
ii) Niz {fn} fundamentalno konvergira u srednjem redu p (p > 0) ako
lim
n,m→∞
Dp⊕ (fn, fm) = 0.
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x | (d⊕ (fn, f))(p) ≥ ε
})
= 0
za svako ε > 0. Ako je A = X, onda se kaºe da niz {fn} konvergira u
σ-⊕-meri m reda p (p > 0) ka funkciji f.








x | (d⊕ (fn, fm))(p) ≥ ε
})
= 0
za svako ε > 0. Ako je A = X, onda se kaºe da niz {fn} fundamentalno
konvergira u σ-⊕-meri m reda p (p > 0).
Veza izmeu ovih tipova konvergencija bi¢e posmatrana u zavisnosti od
tipa poluprstena.
6.1.1 Teoreme konvergencije za pseudo-integrale u generi-
sanom poluprstenu
Posmatrajmo poluprsten ([a, b] ,⊕,) sa pseudo-operacijama koje su de-
nisane pomo¢u rastu¢eg i neprekidnog generatora g. Neka je d⊕ uop²tena
metrika na [a, b] denisana sa
d⊕ (x, y) = g−1 (|g (x)− g (y)|) .
U teoremama koje slede pretpostavljamo da je (X,A) prostor sa σ-
algebrom i m σ-⊕-mera.
Teorema 6.8. Ako niz {fn} konvergira u srednjem redu p, onda on konve-
rgira u σ-⊕-meri m reda p.
Dokaz. Neka niz {fn} konvergira u srednjem redu p. Na osnovu nejedna-
kosti ebi²eva (4.1) imamo
εm
({









²to je ekvivalentno sa
m
({
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g (ε) 6= 0 jer ε > 0.










Analogno se moºe dokazati slede¢a teorema.
Teorema 6.9. Ako niz {fn} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
onda on fundamentalno konvergira u σ-⊕-meri m reda p.
Primenjuju¢i nejednakost Minkovskog za pseudo-integral (2.5) moºe se
pokazati da iz konvergencije niza funkcija u srednjem redu p sledi fundamen-
talna konvergencija u srednjem redu p. Meutim, vaºi i obrnuto. Teorema
koja sledi je posledica kompletnosti klasi£nog Lp prostora.
Teorema 6.10. Niz {fn} konvergira u srednjem redu p i generator pseudo-
operacija g je rastu¢a funkcija akko fundamentalno konvergira u srednjem
redu p.




  dm = g−1
(∫
X
|g (fn)− g (f)|p d (g ◦m)
)
to niz {g (fn)} konvergira u srednjem redu p u Lp (g ◦m) ka funkciji g (f) . Iz
kompletnosti klasi£nog prostora Lp (g ◦m) sledi da niz {g (fn)} konvergira
u srednjem redu p u Lp (g ◦m) akko niz {g (fn)} fundamentalno konvergira
u srednjem redu p. Odakle sledi tvrenje. 
Jo² jedna primena nejednakosti Holdera (5.1) dokazana je u teoremi koja
sledi.
Teorema 6.11. Ako niz {fn} konvergira u srednjem redu p i 0 < p′ < p <
∞, tada niz {fn} konvergira u srednjem redu p′.
Dokaz. Neka niz {fn} konvergira u srednjem redu p i 0 < p′ < p < ∞.
Uvr²tavaju¢i u = (d⊕ (fn, f))
(p′)
 i v = 1 u Holderovu nejednakost (5.1),






































































  dm = 0. 
Analogno se moºe pokazati slede¢a teorema.
Teorema 6.12. Ako niz {fn} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
0 < p′ < p < ∞, tada niz {fn} fundamentalno konvergira u srednjem redu
p′.
Teorema 6.13. Ako niz {fn} konvergira u srednjem redu p, 1 ≤ p < ∞ i
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²to je ekvivalentno sa
d
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6.1.2 Teoreme konvergencije za pseudo-integrale u poluprste-
nu ([a, b] , sup,)
U ovoj sekciji posmatra¢emo poluprsten ([a, b] ,⊕,) kod koga je x ⊕ y =
sup (x, y) i x  y = g−1(g(x)g(y)), gde je g rastu¢a i neprekidna funkcija.
Neka je d⊕ uop²tena metrika na [a, b] denisana sa
d⊕ (x, y) = g−1 (|g (x)− g (y)|) .
U teoremama koje slede pretpostavljamo da je (X,A) prostor sa σ-
algebrom i m kompletna sup-mera.
Analogno dokazima teoreme 6.8 i 6.9 mogu se pokazati i slede¢e teoreme.
Teorema 6.14. Ako niz {fn} konvergira u srednjem redu p, onda on konve-
rgira u σ-⊕-meri m reda p.
Teorema 6.15. Ako niz {fn} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
onda on fundamentalno konvergira u σ-⊕-meri m reda p.
Teorema 6.16. Ako niz {fn} konvergira u srednjem redu p, 0 < p < ∞ i
generator pseudo-mnoºenja g je rastu¢a funkcija, tada taj niz fundamentalno
konvergira u srednjem redu p.
Dokaz. Neka je 0 < p <∞. Pretpostavimo da {fn} konvergira u srednjem






















































  dm = 0.

Vaºi i obrnuto, tj. vaºi slede¢a teorema.
Teorema 6.17. Ako niz {fn} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
0 < p < ∞ i generator pseudo-mnoºenja g je rastu¢a funkcija, tada taj niz
konvergira u srednjem redu p.
Dokaz. Neka je m (A) = sup
x∈A
ψ (x) za svako A ∈ A. Pretpostavimo da {fn}




























∣∣∣g (fn (x)) g 1p (ψ (x))− g (fm (x)) g 1p (ψ (x))∣∣∣) = 0.
Uzmimo da je hn (x) = g (fn (x)) g
1
p (ψ (x)) . Po Ko²ijevom kriterijumu za
uniformnu konvergenciju funkcionalnih nizova sledi da funkcionalni niz {hn}
uniformno konvergira ka funkciji h (x) = g (f (x)) g
1






∣∣∣g (fn (x)) g 1p (ψ (x))− g (f (x)) g 1p (ψ (x))∣∣∣) = 0.
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Kako Ko²ijev kriterijum daje potreban i dovoljan uslov za uniformnu
konvergenciju funkcionalnih nizova, teorema 6.16 je takoe posledica ovog
kriterijuma.
Kao posledicu Holderove nejednakosti (5.3) imamo slede¢u teoremu.
Teorema 6.18. Ako niz {fn} konvergira u srednjem redu p i 0 < p′ < p <
∞, tada niz {fn} konvergira u srednjem redu p′.
Analogno se moºe pokazati slede¢a teorema.
Teorema 6.19. Ako niz {fn} fundamentalno konvergira u srednjem redu p,
0 < p′ < p < ∞, tada niz {fn} fundamentalno konvergira u srednjem redu
p′.
Teorema 6.20. Ako niz {fn} konvergira srednje reda p, 0 < p < ∞ i











Dokaz. Neka je 0 < p <∞. Vaºi
g
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Iz prethodne dve nejednakosti sledi
d
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Abstract: Classical integral inequalities related to Lebesgue integral are
generalized for integrals based on non-additive measures. In this thesis
Berwald type inequality for Sugeno integral are proven. A new type in-
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Minkowski's and Chebyshev's type inequalities for universal integral are ob-
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ities for pseudo-integral are proven and their applications in the pseudo-
probability are given. As in classical measure theory, observed inequalities
for pseudo-integral are applied in generalization of classical Lp spaces.
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